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Abstract

Using Einstein’s field equations, the energy-momentumadensmponents are deduced
for a Morris-Thorne wormhole in a cosmological backgroufide embedding surfaces for
these wormholes are studied and also the red shift paraisatatculated in terms of the
conformal factor(2. The exoticity condition is analyzed and an analytic solutior the
form factor of such wormholes is introduced. Finally, wedstthe weak energy conditions
(WEC) and deduce an equation for the acceleration pararoktee universe in terms of
the conformal factor.

Keywords. Wormholes, conformal factor, general relativity, hypersg, Einstein, accele-
ration parameter.

Resumen

Usando las ecuaciones de campo de Einstein se deducen flasierps de las componen-
tes del tensor energia-momentum para un agujero de gushtipad®lorris-Thorne in-
merso en un background cosmoldgico. Las superficies decibagiembedding surfaces)
para dichos agujeros son analizadas y se calcula la exprésigparametro de corrimiento
hacia el rojo en términos del factor conforfieSe analiza la condicion de exoticidad y se
introduce una solucion analitica para la funcion de formamagujero de gusano de las
caracteristicas sefialadas inmerso en un background dmyomlFinalmente se analizan
las condiciones de energia débil y se deduce una expresielgarametro de aceleracion
del universo en términos de dicho factor conforme.

Palabras Clave.Agujeros de gusano, factor conforme, relatividad gendipErespacio,
Einstein, parametro de aceleracion.

Introduccién importante: el horizonte de sucesos de un agujero negro
es, si despreciamos los efectos cuanticos, una superficie
de una sola via; cualquier cosa puede entrar en el aguje-

espacio que conecta dos puntos en dos regiones asint6!9: SN embargo nada puede escapar. Por el contrario, las
bocas de un wormhole son superficies que pueden ser

ticamente planas en el espacio-tiempo [1, 2] (el hiperes- d bas di : hacia ad dol
pacio es un espacio plano hipotético con mas de tres di- Cruzadas en ambas direcciones, hacia adentro del agu-

mensiones espaciales, en el que esta contenido el espal'© d€ gusano y de regreso hacia el “universo externo
cio curvo de nuestro universo). Es una especie de “asa’” (nuestro universo). De acuerdo con las ecuaciones de

en la topologia del espacio-tiempo. Los agujeros de gu- c2MPO de Einstein, el tiempo de vida de un wormhole es

sano eventualmente podrian conectar universos parale-€1 Promedio muy pequefio, por lo gue nada en absolu-
los to (persona, radiaciones, sefial de cualquier clase) puede

viajar a través del tinel del agujero de gusano. La Uni-
ca manera de mantener abierto el agujero por un tiempo
mucho mayor es mediante la presencia de algun tipo de
material “exético”, a lo largo del wormhole, que empuje
sus paredes gravitacionalmente, manteniéndolas separa-
das. Para ello, se necesita una region del espacio-tiempo
con curvatura negativa, similar a la superfice de una silla
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Un agujero de gusano (wormhole) es un tiinel en el hiper-

El wormhole tiene dos entradas llamadas "bocas". Las
bocas estan conectadas por un tlnel a través del hiper-
espacio que puede ser muy corto (digamos unos pocos
kilbmetros de largo). Las bocas de un agujero de gusano
“se parecen” al horizonte de sucesos de un agujero ne-
gro de Schwarzschild [2, 3, 4, 5, 6], con una diferencia
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de montar. Al material se le denomina “exético”, porque En el presente documento continuamos con el andlisis
como Kip Thorne demostrara en 1985, debe tener una iniciado en los articulos “Agujeros de gusano: solucion
densidad de energia promedio negativa, con respecto aexponencial” [8] y “Agujeros de gusano y potenciales
un haz de luz viajando a través del agujero de gusano. efectivos” [9]. En primer lugar, partiendo de las ecua-
El material “exdtico” repele gravitacionalmente los ra- ciones de campo de Einstein, calcularemos las compo-
yos de luz por lo que los haces luminosos se desenfocan,nentes del tensor energia-momentum para un agujero
como se ilustra en la figura a continuacion. de gusano del tipo Morris-Thorne inmerso en un back-
ground cosmolégico. Luego estudiaremos las superfi-
cies de insercién (embedding surfaces) para dichos agu-
jeros y calcularemos la expresion del parametro de co-
rrimiento hacia el rojo en términos del factor conforme
Q. Analizaremos la condicién de exoticidad y hallare-
mos una solucidn analitica para la funcion de forma de
un agujero de gusano de las caracteristicas sefialadas en
un background cosmoldgico. Finalmente analizaremos
las condiciones de energia débil y calcularemos el para-
metro de aceleracion del universo en términos de dicho
factor conforme.

1 Métricas

Consideremos la métrica:
(ds)* = > P (dt)* — f* (r) (dr)* = r*(dQ)* (1)

dondes representa el elemento de arepfd y ¢ son las

coordenadas esféricas de un punteg el tiempo coor-

denado medido por un observador remoto en reposo.

(A)? = (d0)*+sin? 0(dp)? y f*(r) = (1 22) |

A b(r) se le denomina funcion de forma del agujero de

gusano, y determina la forma espacial del mismo. La

El que la densidad de energia promedio sea negativa nofuncién® = ®(r) se denomina funcién de corrimiento

implica que el material exético tenga una energia nega- hacia el rojo.

tiva con respecto a un observador en reposo en el inte-

rior del agujero de gusano. El concepto de densidad de La geometria determinada por dicha métrica, ha sido es-

energia es relativo al sistema de referencia utilizado; en tudiada en detalle en las referencias [7, 8]. En el caso de

un sistema de referencia, la densidad puede ser positiva,un agujero de gusano inmerso en un background cos-

y en otro, negativa. moldgico, la mencionada métrica se puede generalizar
a

Nadie sabe exactamente de qué puede estar hecho el

material exético. Robert Wald [1] ha probado recien-

temente, que en un espacio-tiempo curvo, bajo una am- (ds)” = Q(t) [62@62@5)2 — f(r) (dr)® - TQ(dQ*)Q}

plia variedad de circunstancias, la curvatura distorsio- (2)

na las fluctuaciones del vacio de caracter gravitacional donde)(t) es el factor conforme, el cual es finito y de-

convirtiéndolas en exdticas debido a que su densidad definido positivo a través del dominio de t [10].

Figura 1: Wormhole

energia promedio se hace negativa. Dichas fluctuacio- 1
nes del vacio son analogas a las fluctuaciones del vacio flr)y= — (3)
de naturaleza electromagnética. Son fluctuaciones alea- L —Fkre— =~

torias en la curvatura del espacio causadas porque re-en |a ltima expresioh es un parametro independiente
giones del mismo estan continuamente tomando energiage| tiempo que especifica la curvatura del universo y que
de regiones adyacentes, para luego devolverla. Bajo cir- puede sek = +1 para un universo cerrado (curvado en
cunstancias ordinarias las fluctuaciones son tan peque-forma parecida a la superficie de una esfeta): 0

fias que ningun cientifico las ha podido detectar hasta para un universo planofo= —1 en un universo abierto
ahora. Otra posibilidad es que el material exdtico esté (curvado en sentido contrario como la superficie de una

formado por energia oscura que, como sabemos, tienegjj|a de montar)[3]. Cuand®(r) — 0y b(r) — 0,
densidad de energia negativa y es el 74 % de la ener-

gia del universo. Algunos detalles sobre las caracteristi-
cas del material exotico se describen en las referencias
(1, 7].

1

(d8)2 = QQ (t) Cz(dt)z — m

(dr)® — r?(dQ*)?
4)
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que es la métrica de Friedmann-Robertson-Walker (FRW dondel' (r) = 4
metric) [11]. Cuandd2(t) — constante = 1y k — 0,

la métrica (2) se aproxima a la métrica estatica de un ry, =19 = o'(r) (10)
agujero de gusano de Morris-Thorne (ecuacion (1)). donded’ (1) = 42
— dr
2 Simbolos de Christoffel y Tensor de . ) 1O
Riemann-Christoffel To=Tn="1q (11)
Para la métrica (2), el cuadrado del elemento de arco .
ds)? se puede escribir: 11Q
(ds)” se pu ! I3 =T5, = p <§> (12)
(als)2 = gudxtdz” (5)
1(Q
donde P . . 3, =I5, = ” <§> (13)
0 —f(r) O 0
e Y
() =W g o 2 o I3 =12 =1 (14)
0 0 0 —r2sin®6 ;‘
El tensor contravariante correspondiente es: I3, =T% = - (15)
g) = Q2(t) x I3, = T3, = coth (16)
e 2% 0 0 0 1{Q 1
0 _ L) —28(r)
0 —(fr)t 0 0 m=2\g)e T @
0 0 —r2 0 T
~ (20im2p) L 1 {0
0 0 0 (r?sin?0) 19, = - [ = | r2e—220 (18)
por otro lado, c\ Q2
_ 82 28(r) 1O
g det(gm,) Drisin 0 f(r)e (6) I‘(3)3 _ <5> r2e—2%(r) ;020 (19)
Los simbolos de Christoffel de segunda especie son: ¢
1 090 0960 O0Gpo 1 2bgs (_ 2_@)
noo_ pa 4 _ 4 oy =e“7 o' (r 1 kr 20
dondez* es el cuadrivector posicion de la particula. Las I, =—r (1 —kr?— M) (21)
letras griegas comai, o, p, etc. toman los valores 0, 1, 2 r
y 3. Hemos adoptado la convencion de suma de Einstein . . ,  b(r)
en la que se suma sobre indices que se repiten dos veces. D33 = —rsin”f <1 —kr® — T) (22)
En coordenadas esférica8 = ct, 2! = r, 22 =0y . sin(20)
3 = . 1—‘l33 - ) (23)
Dichos simbolos se pueden calcular facilmente usando E| tensor de Riemann-Christoffel esta dado por la ex-
el teorema: presion:
Si g, = 0 parau # v (métrica diagonal) o o
a.)Fﬁl/ =0 V,u 7é 14 7& P, Rﬁpa’ = % (F‘lt/ta') - % (Fﬁp)
O)IY, = g5 - paray fijo, + TATE, —T5,Th, (24)
L 9 1 . .o .
Ofh, = 55— 5 parap # v fijos, Si el tensor métricg,,,, es diagonalR¥,, = 0 parau
)Y, = — 52— Gz parap # v fijos, fijoy R, = 0 parap fijo.

Las componentes del tensor de Riemann-Christoffel di-
El resultado es que los Unicos simbolos de Christoffel ferentes de cero son:
diferentes de cero son:

. N2
1[Q Q
. RO _ —RO _ e o 6—2@
o, — 1 <%> (®) 101 mw=x21q (Q)
C
1 2
. _ @// _ @/
donde2 = 4 X (1 P b(T)) (r) = (@(r))

qu_wm>}

= ey P (T 0 o+ ()

9) 2 (1 — kr2 — @)

(25)
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C

. N\ 2
1 [Q Q _
Rips = —Ri30 = 5 Q. <§> e ?®

Ry = —Rgy = Cig % - (% 2) —e?®
<10+ @) (1-02 - 12
Y <2k + (b/Tr; b)>] (28)

L Lozegy (1 —kr? &> (29)
.

+162<1’<1>’ (1 — kr? — @> (30)
r
0 0 r? (Q —23 3/
Ry15 = —Rg9y = e\ € @ (31)
1/
R312 = —3321 = _E (5) @’ (32)

RY,; = —RY;, = o <9> e 22d's5in%9  (33)
313 — 331 — c

2 _ 2 _ p3 3
R112 - _R121 - R113 - _R131 -

1 (Q ? e 20
Y=

(o €1

- (36)
2r (1 — kr?2 — —b(:))
1 (o)
R%13 == _R%?)l - _2 (5) 672{)7‘281'7129
c
v b
+ sin%6 <kr2 + 7~ Z) (37)
1 (o)’
R§23 = —R§32 = 2 <5> e 2%r25in2%0
.9 9, b
+  sin“0 (kr + —) (38)
r
1 (o)’
3 _ 3 —2%, 2
Rys0 = —Ryys = B} (Q) e r
9 b
+ kro+ - (39)
r

1(Q) .,
Ry = —Rip = —- (5>¢> (41)
Ry = Ré?)o—l(%) ®'r?sin0
c
g2l
X 1—kr (42)
r
1(Q
= ds=—|=|® 43
Ri3o Rip3 - (Q) (43)

3 Marco de referencia propio

Q
1[0
RY.=-R}, =—=|=]® 34
013 031 c (9) ( )
1 b
Ryip = =Ry = kr? + 517/ o5

. 2
r? (9 —29
= (5) ¢

(35)

Consideremos dos sistemas de referencia, al uno lo lla-
maremos sistema de refererencia no primado y al otro
sistema primado. Sefg,} cona = 0,1,2y 3 la ba-

se de vectores asociada al sistema de referencia no pri-
mado, y{é,'} la base de vectores asociada al sistema

primado €,, €., son vectores en el espacio-tiempo, es
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decir, tienen cuatro componentes). Un vect@n el es-
pacio tiempo se puede escribir: 2% = Qra? (48c)

A = A“°E,enlabas€gé,},

-

A = A",/ enlabaseeé,'}

z® = Qrsinfz®  (48d)

Estas son las coordenadas de un conjunto de observa-
dores que siempre permanecen en reposo en el campo
gravitacional del agujero de gusano. Es decir que tie-
nen:

de manera quel®e, = A*é,’. SIA* = AL A%, en-
tonces podemos escribir:

AY(ALE, —E,) =0

ya queA® representan las componentes de un vector r,0y e constantes
arbitrario, tenemos:
En esta nueva base, las componentes del tensor de Riemann-

&y = AE (44) Christoffel se pueden calcular a partir de la relacion:

y también, siA es una matriz invertible: 92 5 B 6
aq a a3
R " r_gr IY " R? (49)

vpo = ox'v dx'r Ox'o 817’/5 opazas

€o (45)

Sea{e, }la base ortogonal de vectores asociada con las E! resultado es que las componentes no nulas son:
coordenadas’ = ct, 2! = r, 22 = 0y 2® = .
Introduzcamos una base ortonormal de vectdegs}

definidos por: RY, = —-R9,= R/001 -
&’ & L
e’ | _ 1| & Q%c?
I (46) "
53/ €3 cI)” _ o)
-( > ( -2
donde 1 rb’(r
+W<I> ( ( )) (50)
e® 0 0 0
0 (fGD* 0 0
A=Q 0 0 r 0 Rl(2)02 = _R/gzo = ngo3 = _ng?,o =
. . . 2
0 0 0 rsind 1 O 0 e
2z |0 \a) ¢
Es facil demostrar que ¢

__q>'( ) (1 — kr? — @) (51)

/ =/ = / TQ2
Jap = Ca €8 =Tap =
diagonal1, -1, —-1,-1) 47
R%zo = _R/002 ngso = _ngo3 =
Esta base nos permite introducir un nuevo sistema de 1 O 0O 2
coordenadas del marco de referencia propio “proper re- 2z lo \a -2
ference frame”: ¢
b(r)
o: 5 )
2’0 = Qe®2? (48a) R9y = —RY9 =RG,=-RG =

—& <%> e P (r) (1 — kr? — @)

by}
(Ell =0 (1 — ]{’]"2 — ;) (El (48b) (53)
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RS = —RS5 =RG3=-Riy= ) ;o 1 Q + Q ’ —2%
1 (Q) s, . b(r)\? = eelala) €
% <Q>e @(r)(l kr . 2
" /
(54) @)
02 T
2
R'yy = —Rgy =R33=-R = +M (2kr+ M) (62)
N 2 202 r2
1 Q —2¢
2ela) ¢
. . 2
1 5o 1., b(r) 1 Q Q 2%
s (30 - 50) 69 e = Fa=ma|atla) )
/2 /2 /3 /3 L 1—kr?— b o’
R 112 — -R 121 — R 113 — -R 131 = rQ2 r
. 2
1 Q —2d 1 b b
~ (ﬁ) e —i—QQ <2k+ 52 + 573 (63)
/ p—
1 Sy + rb' (r) — b(r)
202y r2 2 [0 o
/ / —
(56) Ry = Rio=q g€
b(r)\ *
Ry = —REp=Rip=—-R5y= x®'(r) (1 — kr? — ﬂ) (64)
. 2 r
1 Q _op 1 b
022 (ﬁ) et (k + 73) El escalar de Ricci es:
(57) R =¢" R, =Ro—R11— R —Rs3 (65)
R/l — _R/l — R/l — _R/l — . .
202 220 303 330 ) Introduciendo las ecuaciones (61)-(63) en (65) tenemos:
1 Q —d g/ 2 b(r)\? ..
ﬂ (5) e @ (T) (1 - k/r - T R/ - _ 6 (g) 6_2@
N Q22 \ Q
(58)
2 " n2 2 b
/2 /2 /3 /3 +m(q> +(q))) 1_kr_;
Rigy = —Riy =3 = —R13 = Y Y3 4
. 1
LN e (1 s B! RS
| = _ _ 02 2
% <Q>e o' (r) (1 kr . ; 2; r r
(59) toz (—()’k - r_2) (66)
4 T lar de Ricci . .
ensory escalarde Riccl 5 Tensor de Einstein
El tensor de Ricci se define por la expresion _ )
Las componentes no nulas del tensor de Einstein [3, 4,
R,.=RY,, (60) 5, 6]

Las componentes no nulas de dicho tensor son: 1
G/,uu = R/,ul/ - ER/ g/,ul/

. . 2
/ — _i 9_ Q —2
Foo = 02¢2 | Q Q € son:
. 2
"(r) + (¥'(r))? b 3 (Q\ s
+( 02 )(1—”2—9) G = @al\a)©

+‘1)/(7°) (—3kr— b_; _ 3_b+ %) (61) —i—i (3k+f—;> (67)
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G/ 1 Q 2 ) Q o T/Ol = Tllo =—h (T, t) (73)
T e |\ Q) Ty = —7(r, 1) (74)
+2<I>’ < ) b N 1> T'90 =T33 = P(r1) (75)
02 r2 r
1 b Dondep (r,t) es la densidad total de masa-energia ( en
+0o7 (—k - r—3> (68) £9) medida por un observador estatico en el campo gra-
vitacional del agujero de gusani(r,t) es el flujo de
energia en la direccion radial hacia afueré, t)es la
2 (0O tension por unidad de area medida por dichos observa-
G'oi = G 7 (ﬁ) - dores en la direccion radial, § (r, t) es la presién me-
dida en las direcciones laterales (ortogonales a la direc-

3 cion radial). En un fluido perfectB (r,t) = —7 (r, ).
x®'(r) (1 — kr? — M) (69)
r A partir de (71) podemos escribir:

2 ;
' G'oo—A=k"T'
Gy = Gas 1 (9) _ g (9) 20 00 00

usando las ecuaciones (67) y (72), podemos demostrar

(#0r) + (@()?) (112 20) e

+ o
D' (r) b | N 2
ey — — — 4 =
+ 02 ( "T o2 T o + 7’) p(rt)® = 3 2 e 22
, ’ E*Q2c2 \ Q
+ . < k+ b b > (70)
Q2 \ o3 92 1 b A
+k*92 (3k+ 2 (76)
6 Ecuaciones de Campo de Einstein y tensor
energia-momentum La ecuacion (71) para = v = 1 da:
Las ecuaciones de campo de Einstein se pueden escribir:
[3,4,5,6] ,
1 Q Q
) = —|[=] =2([= -2
GI#U _ Agluy _ k*T/Hl/ (71) T (T7 ) k*QQCQ <Q> <Q> €
dondek* = ZE y ) es la constante cosmoldgica intro- _2(1)/(” (—kr _ 0 + 1)
ducida por Einstein en el afio 1917. La constante cos- k* Q2 r?
molégica es una medida de la contribucion a la densi- 171 b
dad de energia del universo debido a fluctuaciones del T |02 —k — 3 +A (r7)
vacio. Originalmente, Einstein la introdujo para evitar la
expansion del universo, ya que €l creia en un universo La ecuacion (71) para = v = 2 da:
estatico. Su valor €8\| < 3 x 10~*?metros—2.
. 2 .
El inverso de la raiz cuadrada del valor absoluto de la P(rt) — 1 Q) 9 Q2 o2
constante cosmolégicéﬁ) mide la escala de dis- ’ k*Q2c? Q Q
tancia en la cual la geometria del espacio-tiempo es afec- 1 " N2 5 b
tada por fluctuaciones del vacio; su valor coincide con +k*Q2 (‘I) + () ) 1 —kr® — o
el tamario del universo visibl@02® metros [6]. o b Y
Eltensor de energia-momenturf),,, debe tener la mis- +k*QQ <_2kr T 92 9y ;)
ma estructura algebraica que la diferencia entre el tensor 171 b %
de EinsteinG’,,,, y el producto de la constante cosmo- +F [W <— + 23 3 2> + /\}
l6gica por el tensor metricag,,,. De manera que las "
Unicas componentes no nulas®e,, sonT’go, 791 = (78)

T 19, T T'99 = T’33, donde: L N
10,4711 Y 4722 33 Paray = 0, = 1 la ecuacion (71) implica que

T'00 = p(r,t) (72) G'o1 = —k*h (r,t)
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de donde tenemos:

2

Q

__2
k*Q2c

h(r,t)

1
X 1—/{7“2—é ’
r

7 Superficies de insercién (embedding surfaces)

(79)

Para un tiempo fija y tomando? = 7/2 (plano ecua-
torial) ademas d& = 1, la parte espacial de la métrica
(2) se puede escribir:

(ds')? = —(ds)* = f (r) (dr)* + 1% (dp)® (80)

gue representa un elemento de arco en el plano ecua
torial. Deseamos construir en el espacio Euclideo tri-
dimensional, una superficie bidimensional que tenga la
misma geometria que la del elemento de arco descri-
to por (80). Entonces, uno podria encajar la geometria
del espacio curvo bidimensional en la geometria plana
de un espacio Euclideo tridimensional [12]. En dicho
espacio Euclideano, introduciremos coordenadas cilin-
dricasz,r y ¢.La métrica Euclideana del espacio de
insercion (embedding space) es:

dz
T

(dsBuctidean)” = (1 + (4 )2) (dr)?

+r2 (dg)” (81)

En (81), nosotros suponemos que- z () (considera-
mos que la superficie insertada tiene simetria axial).

Si nosotros identificamos las coordenaflas) del es-
pacio Euclideano con las coordenadias) del espacio-
tiempo del agujero de gusano, el elemento de arco (81)
sera el mismo que el descrito por la ecuacién (80) a tra-
vés del wormhole. Podemos entonces escribir:

1 dz 2
0= ) +(5) e
de donde obtenemos:
dz kr? + @ :
<5>:i<1—kr2—M (83)

La ecuacion (83) describe la forma en la que la funcién
b(r) modela la geometria espacial del agujero de gu-
sano.

4

Figura 2: Diagrama de insercién para un agujero de gusano. En
la garganta se cumpler = ro. Para generar el agujero de gusano,
se debe rotar la curva de la figura alrededor del eje z.

Sil—kr?— @ = 0 para algun- = r, entonces

dz
dr
Todo agujero de gusano tiene un radio minime: rg
para el cual la superficie insertada del espacio curvo bi-

dimensional es vertical. Dicho radio define la garganta
del agujero de gusano. 8i= 0, b (rg) = ro = bo [8].

=to00

(84)

T™=7To

8 Parametro de corrimiento hacia el rojo

Consideremos una fuente en el agujero de gusano que
emite pulsos de luz de energid. Para un observador
distante (muy alejado del campo gravitacional del agu-
jero), la energia que recibe de los pulsos de luz (E) seré:

E = (go0)"* E' (85)

dondeF = hc/)\recibida y E/ - hC/Aemitida ()\emitida
Y Arecibida SON las longitudes de onda de las sefiales
emitida y recibida, respectivamente).

El parametro de corrimiento hacia el rojo se define a
través de la relacion:

_ AX — Arecibida —Aemitida

z R Aeﬁnitida
— Arecibida __
= Neomivie 1 (86)
Usando la ecuacion (85), tenemos:
z =Q7 e ® -1 (87)

Por esta razén, la funciéh (r) se denomina funcién de
corrimiento hacia el rojo gravitacional.
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9 Condicion de exoticidad que se puede escribir como:
La funcion de exoticidad puede ser escrita como [8]: ) 9 3¢-22 ()
T = _— R J—
T;{L k/uk/u ( ) k*QQ C2 Q
c=-—_ 88
T /
T3] o (_3kr_2?’_b2_;+2)
dondek’™ = (1,+1,0,0) representa un vector nulo ra- " ror
dial (null vector) saliente o entrante, respectivamente. . (q)// 4 (@/)2) (1 2 §>
Tlltukluk“j = T(;O + 2T(;1 + Tlll I AN
’ ’ ’ (3k + )> T Tk (94)
== [Goo £ 2G, + G14] (89) k
Ty, esta dado por las ecuaciones (72) y (76). Reempla- 11  Solucién analitica para un agujero de gusano
zando estas expresiones en (88) obtenemos: del tipo Morris-Thorne que evoluciona en un

background cosmolégico
1

¢=— - Asumiendo que la traza del tensor energia-cantidad de
3e 2 (0 3k b_ — Q2| movimiento es una funcién en variables separablés de
a + +
y ry tomando\ = 0
| *
X 26 4< —2 T/:S(t) —2d 95
C Qg(t) € ( )
. 1
vo |1 A (2 e—q»< e 2__)2 w=y=a=yenl*; N = MUI*. I* esla
c\Q r frontera del espacio tiempo extendidé y representa
1 puntos en el infinito sobre el cono de luz futuro nulo
( kr — 2 + )} (null cone)) [10].
vooob de manera que:
+<2k+—2——3>) (90)
T T G Q
Para) = 1, A = 0, esta ecuacion se reduce a: L* o2 <ﬁ> — 5t =c (96)
(= |1 y
3k+ 5
3k + 72 2 e [+ 3 02
b1 —e Q| =3Bkr— 5 —5-+-
~ <2q)/ (—kr - + _) k* 2r 2r r
,
b
yoob + (<I>” + (@’)2) <1 —kr? — —)
(L 2) o :
T
b/
Finalmente, sk = 0 obtenemos: "

dondec* es una constante (un tratamiento similar se
puede encontrar en la referencia [13]). Si tomardbes
¢ = (L) F —2(r—b)® — b’] (92) —< (eleccion que garantiza que la funcion de corri-
[/ miento hacia el rojo sea finita en cualquier lugar, y con-
secuentemente no exista horizonte de eventos) dende
que es la expresion que aparece en la referencia [8] (ecuaes una constante , entonces
cion (139)).

z=Q"le®—1=0"1e" — 1. (98)
10 Trazadel tensor_energia—cantidad de Sustituyendo la expresion de en (97) conc* = 0,
movimiento obtenemos la ecuacién diferencial de primer orden no
homogénea

La traza del tensor energia cantidad de movimiento es

« 1 Q a?
b | — b —
T —  in— g (2T3+T2)+ ( 2 i 7,5)
- e s w ak o o’k
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La solucién de la ecuacién homogénea 12 Condiciones de energia débil: "weak energy
conditions"

, [« 1 o a? B
b (ﬁ * r_2> o <_W * 7‘_5) =0 (100) Las condiciones de energia débil son ( ver [8, 14])

es: s p=0,pc®—7 >0y pc*+P > 0. Laprimera condicion
bi(r) = ( r ) Cre® (101) p > 0 implica que:
a+ 2r )
: | i 5 3 (9
dondeCT es una constante. Si busca[nos una solucion LV LI L L TN (109)
particular de la ecuacion no homogénea de la forma 2 2\ Q

U1 (r)b1(r) obtenemos:
De la segunda condiciop? — 7 > 0) obtenemos:

Ui(r) = C%* /dr e (o +2r)*
1

. 2 .
1 Q Q
vk 2 _ 202 _ 4 o) =2 > 2%
><( akr® + o TGa kr 3kr ) (102) =z (Q) <Q> >e
de manera que la solucién general de la ecuacion ho- % (—k 4 b— S/T _ (—kr -~ % I })) (110)
mogénea es de la forndér) = b1 (r) + Uy (r)b1(r) , €S 2r e

decir:
Por Gltimo, la condiciomce® + P > 0 implica que:

5 5
« T 2Ta T
b(r) =G4 (mm)e +2<a+27’) ) 2(Q>2 <Q> )

-2

xer [dr e (a+ 27’)4 ¢ Q Q
/
—akr® + o? — a2kr? — 3kr? 20 (g AU
><( akr® + « Tﬁa r T) (103) e 2k 573
b
Sia =0 (® = 0) obtenemos —e*? ((I)” + (@’)2) (1 — kr? — ;)
b(r) = —kr® + b + kr§ 104 by 1
( ) 0 0 ( ) _62<I>(I)/ <—2k7’ - + _) (111)
dondeb(r = 79) = by en la garganta del agujero de 2r 2r v

gusano. Para® = 0 en un universo pland:(= 0) y desprecian-

Con la anterior funcion de forma la densidad total, la do el valor de la constante cosmoldgigdas condicio-
tension por unidad de area, la presion y el flujo de ener- nes anteriores se reducen a:
gia (ecuaciones 76-79) se escriben:

v 3 (Q
5 (o) 227z (5) (112)
p(r, ) = prrerycll Y (105)

.\ 2 ..
. 2 . 1 Q Q (b—bl’f')
s12l5] “|lagl]|2Z2—S3— (113
o (@ @) L6 E)
k

b ro\ 3 2 ..
wEE)) e ey () e

2 Q Q 273

.\ 2 .
P(rt) = L % &) 2 Q2 En la garganta del agujero de gusano (suponiéneo
ke | e Q Q 0). el denominado término "flare out"(ver seccion 14 de
1 /b o3 la referencia [8]) es:
0 0
— 107
+2§22 (r3+ (r) >) (107) d*r b—rt/
S lr=t=by = —55— >0 (115)
h(r,t)=0 (108) Definiendo:

descrita por la ecuacion (104) no existe flujo de energia S ()

hacia afuera en la direccion radial.

La dltima relacién nos dice que parala funcién de forma Q 2 8
2< ) - ( ) (116)
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la ecuacién (113)implica que gue puede s€f = +1 para un universo cerradb,= 0
b 2 para unluniverso plan_olo: —1 enununiverso abierto.
S(t) > ( -r ) (_) (117) Si consideramos agujeros de gusano conformes (confor-
202 3 mal wormholes) inmersos en un universo en expansién

en el que el factor de escala @$t), y si ®(r) — 0,

de manera que la condicion (115) nos da: s i
entonces la métrica se puede escribir:

S(t) > 0. (118)
ds)? = Q*(t)(c?(dt)®
La anterior desigualdad nos dice que los valore$lde (ds) () i )
estan restringidos. En general, es posible demostrar que i (dr)? — 2 (a9 (1p2)
— kr2 — )

la ecuacién (117) no puede ser satisfecha en todo el do- .

minio temporal debido a qu® es una funcion positi-

va y acotada. Esto significa que aunque los agujeros deEl tiempo conformet esta relacionado con el tiempo
gusano pueden ser creados sin la presencia de materiaomovilT" a través de la relacion

exotica, su tiempo de vida es finito ya qfi¢) tarde o

temprano llegara a ser negativo. Para la funcion dT = Qdt (123)

() = cost +3 (119) Entonces, podemos escribir

gue es estrictamente positiva y acotada tenemos:

1
2 2 2 2 2
X 2y (ds) = ¢ (dT) — O (———— (dr)* +
S = 1t ?; cos +;;n (120) 1~ k2 — b0
(8+ cost) 12 (d07)?) (124)
Esta funcién experimenta cambios de signo dependien-
do del valor de la coordenada tempardb cual indica La constante de Hubble puede expresarse como el cuo-
que las condiciones de energia son violadas por algunosciente entre la derivada con respecto al tiempo comovil
periodos de tiempo cuandd(t) < 0 (ver figura 3). del factor de escala y dicho factor de escala [15, 16]
L1 fdN 1 [dQ) [ dt
oo \dr) Q\dt dT
1.
= ) (125)

S(t)

El parametro de aceleracion se define como:
N N\ [ )
d

que también se puede escribir

(227)

donde = %. Facilmente podemos demostrar que
Figura 3: Funcion S(t)

. 2 .

Q Q

202 — _ — | =
13 El parametro de aceleracion 2 Q7 (14 q) =2 <Q> <Q> ' (128)

La métrica de Friedmann-Robertson-Walker es _ .
Comparando al anterior ecuacion con (116) vemos que:
2
2_ 2 2 p2 (dr) 2 )2

(ds)” = ¢ (dt)” — R* (1) 72 + 72 (dQ*)7|(121) S(t) = H202 (1 +q), (129)

donde(dQ*)? = (df)? +sin” 0(dp)?, R (t) es el factor ~ de maneraqué (t) > 0sil+¢ >00sig > —1.En
de escala del universolyes un parametro independien- palabras, la funciéss () es positiva si el parametro de
te del tiempo que especifica la curvatura del universo y aceleraciéon es mayor o igual a menos uno.
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Conclusiones factor conforme (en el caso de que la funcién de co-
rrimiento hacia el rojo sea igual a cero), asi como una
Una de las mas fascinantes predicciones de la Teoriaecuacion que relaciona la mencionada fundgn) con
General de la Relatividad (TGR) de Einstein es la po- el parametro de aceleracion y el parametro de Hubble.
sible existencia de tuneles en el hiperespacio conectan-A partir de la Gltima relacion mencionada, hemos po-
do dos regiones asintéticamente planas en el espacio-dido demostrar que la funcié$(¢) es positiva siempre
tiempo (agujeros de gusano). La mayoria de las pre- que el parametro de aceleracion sea mayor o igual a -1.
dicciones de la TGR han sido verificadas experimental-
mente o mediante observaciones astronémicas. Por di-
charazén, no seria dificil que en algin momento, en un
futuro (aunque probablemente lejano), se verifique tam- [1] Thorne, K.S. 1994. “Black Holes and Time Warps: Eins-
bién la existencia de dichos agujeros de gusano. tein's Outrageous Legacy.” W. W. Norton & Company:
New York, NY.
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