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Abstract

The fundamental properties of the Ellis wormholes are w&tke Using the Hamilton-
Jacobi formalism, we have derived the effective potentald the orbit equation for a
particle around a wormhole in both Ellis and Morris-Thorm@metries. Finally, we apply
the equation obtained in the Morris-Thorne case fora S ild wormhole.

Keywords. Wormhole, Ellis, general relativity, hyperspace, Einsteirbits.

Resumen

Se revisan las propiedades fundamentales de los agujegssdao con la geometria de
Ellis. Utilizando las ecuaciones de Hamilton-Jacobi dédos los potenciales efectivos,
asi como la ecuacion de la orbita descrita por una partidredesior de un agujero de
gusano tanto en la geometria de Ellis como en la de MorrigfEhd-inalmente aplicamos
la ecuacion obtenida en la geometria de Morris-Thorne paegujero de gusano del tipo
de Schwarzschild.

Ealabras Clave.Agujeros de gusano, Ellis, relatividad general, hipereispdinstein, or-
itas.

Introduccién jero de gusano y de regreso hacia el “universo externo”
(nuestro universo).
Un agujero de gusanwprmholg es un tinel en el hiper-
espacio que conecta dos puntos en dos regiones asin{ os wormholes fueron descubiertos matematicamente
téticamente planas en el espacio-tiempo [1, 2] (el hi- como una solucién a las ecuaciones de campo de Eins-
perespacio es un espacio plano hipotético con mas detein en 1935, en un articulo de Albert Einstein y Na-
tres dimensiones espaciales, en el que esta contenidahan Rosen publicado en la revista Physical Review, en
el espacio curvo de nuestro universo). Los agujeros de e| que trataban de hallar una conexién (un puente) entre
gusano podrian también conectar universos paralelos y|os agujeros negros y los agujeros blancos [7]. En 1957
eventualmente proporcionarian la posibilidad de viajar el grupo de investigacion dirigido por John Archibald
en el tiempo. Wheeler y Tullio Regge desarroll6 una serie de méto-
dos perturbativos para analizar pequefias perturbaciones

El wormhole tiene dos entradas llamadas "bocas". Las en los agujeros de gusanoy los agujeros negros. Luego,
bocas estan conectadas por un tinel a través del hiper-gyrante 30 afios, los agujeros de gusano pasaron casi al
espacio que puede ser muy corto (digamos unos pocosolvido. Su estudio se reavivé con un articulo publica-
kilbmetros de largo). Las bocas de un agujero de gusanodo por Kip S. Thorne y Mike Morris en el American
“se parecen” al horizonte de sucesos de un agujero ne- journal of Physics del afio 1988 [8]. El articulo fue ins-
gro de Schwarzschild [2, 3, 4, 5, 6], con una diferencia pirado por una novela (Contacto)[9] que el astrofisico
importante: el horizonte de sucesos de un agujero negroy exobidlogo Carl Sagan estaba escribiendo por aquella
es, si despreciamos los efectos cuanticos, una superficiegpoca, y para cuya culminacién habfa pedido asesora-

de una sola via; cualquier cosa puede entrar en el aguje-miento técnico a Kip Thorne (en lo referente a la fisica
ro, sin embargo nada puede escapar. Por el contrario, lasgravitacional).

bocas de un wormhole son superficies que pueden ser
cruzadas en ambas direcciones, hacia adentro del agu-
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De acuerdo con las ecuaciones de campo de Einstein, elgiones del mismo estan continuamente tomando energia
tiempo de vida de un wormhole es en promedio muy pe- de regiones adyacentes, para luego devolverla. Bajo cir-
qguefio, por lo que nada en absoluto ( persona, radiacio- cunstancias ordinarias las fluctuaciones son tan peque-
nes, sefial de cualquier clase) puede viajar a través delfias que ningun cientifico las ha podido detectar hasta
tinel del agujero de gusano. La Unica manera de man-ahora. Otra posibilidad es que el material exético esté
tener abierto el agujero por un tiempo mucho mayor es formado por energia oscura que, como sabemos, tiene
mediante la presencia de algun tipo de material “ex0- densidad de energia negativay es el 74 % de la energia
tico”, a lo largo del wormhole, que empuje sus pare- del universo.
des gravitacionalmente, manteniéndolas separadas. Pa-
ra ello, se necesita una regién del espacio-tiempo con En el presente documento continuamos con el anali-
curvatura negativa, similar a la superfice de una silla de sis iniciado en el articulo “Agujeros de gusano: solu-
montar. Al material se le denomina “ex6tico”, porque cidn exponencial” [10]. En primer lugar, revisaremos
como Kip Thorne demostrara en 1985, debe tener una las propiedades fundamentales de los agujeros de gu-
densidad de energia promedio negativa, con respecto asano con geometria de Ellis [11] (ver también [8]) v,
un haz de luz viajando a través del agujero de gusano. posteriormente, utilizando las ecuaciones de Hamilton-
El material “exdtico” repele gravitacionalmente los ra- Jacobi, calcularemos los potenciales efectivos, asi como
yos de luz por lo que los haces luminosos se desenfocan,la ecuacion de la 6rbita descrita por una particula alre-
como se ilustra en la figura a continuacion. dedor de un agujero de gusano, tanto en la geometria de
Ellis como en la de Morris-Thorne.

1 Meétricas

En el articulo de Morris y Thorne se consideran dos mé-
tricas:

i)
(ds)* = 2P (dt)? — f (r) (dr)® = r*(dQ)* (1)
dondes representa el elemento de arepd y ¢ son las

coordenadas esféricas de un punteyg el tiempo coor-
denado medido por un observador remoto en reposo.

-1
(dQ)? = (d0)? + sin® (dyp)? y f(r) = (1 - M) .
A b(r) se le denomina funcion de forma del agujero de
gusano, y determina la forma espacial del mismo. La
funcion® = ®(r) se denomina funcion de corrimiento
hacia el rojo.

Figura 1: Agujero de gusano. ii)

(ds)* = 2(dt)* — (dI)® — (I + B3)(d)*  (2)
El que la densidad de energia promedio sea negativa no
implica que el material exético tenga una energia nega- donde—oco < I < oo es la distancia propia medida de
tiva con respecto a un observador en reposo en el inte- direccion radialp es una constante (ver seccion 8) y
rior del agujero de gusano. El concepto de densidad de €s €l tiempo coordenado.
energia es relativo al sistema de referencia utilizado; en

un sistema de referencia, la densidad puede ser positivaLa geometria determinada por la métrica i), ha sido es-
y en otro, negativa. tudiada en detalle en las referencias [8], [10]. La geome-

tria determinada por la métrica ii) se denomina "geome-
Nadie sabe exactamente de qué puede estar hecho elria de Ellis". A continuacion, procederemos a analizar
material exético. Robert Wald [1] ha probado recien- las propiedades fundamentales de dicha métrica. .
temente, que en un espacio-tiempo curvo, bajo una am-
plia variedad de circunstancias, la curvatura distorsio- 2 Simbolos de Christoffel y Tensor de
na las fluctuaciones del vacio de caracter gravitacional Riemann-Christoffel
convirtiéndolas en exoticas debido a que su densidad de
energia promedio se hace negativa. Dichas fluctuacio- Para la métrica (2), el cuadrado del elemento de arco
nes del vacio son andlogas a las fluctuaciones del vacio(ds)? se puede escribir:
de naturaleza electromagnética. Son fluctuaciones alea-
torias en la curvatura del espacio causadas porque re- (ds)2 = g datda” 3)
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1 0 0 0 b2 sin? 0
0 —1 0 0 R;,l?, = —R§31 = _% (13)
dondey,,, = (1? + b5)
v o 0 - (12 + bg) 0 .
0 0 0 — (2 +b3)sin®0 p2. _ _p2__ bosin0 (14)
. . ] 323 332 (12 + b2)
El tensor contravariante correspondiente es: 0
b2
1 0 0 0 Ry = —Rij,=—-—"— (15)
w0 -1 0 0 (1% + b3)
N Gl ) R} R} % (16)
.92 —1 = — J—
0 0 0 — ((1* + b3) sin? 0) 131 113 (12 + b%)Q
Los simbolos de Christoffel de segunda especie son: b2
R§32 = —Rgz?, = 772 1 12\ 0 2 (17)
th e {2 e D) g T )
P72 Oxe  dwP Oz~ Para el calculo de las componentes nulas, hemos usado

dondex* es el cuadrivector posicion de la particula. La

letras griegas comai, o, p, etc. toman los valores 0, 1, 2

y 3. Hemos adoptado la convencion de suma de Einstein
en la que se suma sobre indices que se repiten dos veces. R

En coordenadas esférica = ct,z' = 1,22 =60y
3 = .

Dichos simbolos se pueden calcular facilmente usando

el teorema:

Sigu # 0 parap # v
aly, =0vVu#v#p,

9 )
b)Y, = 2glw Hei para fijo,
9 )
ory, = lew Sui paray # v fijos,
99vu H
Ay, = — g, Sk parap # v fijos,

El resultado es que los Unicos simbolos de Christoffel

diferentes de cero son:

Ty = —I (5)
I}y = —Isin6 (6)
1y |
I3, =— <§) sin (26) (7)
l
3 _ 13 _
I'j3 =15 = () (8)
l
2 _ 12 _
2, =r% = ) 9)

I3, =T, = cotf (10)

El tensor de Riemann-Christoffel estd dado por la ex-

presion:
0 0
% — Y ey "
Rl/pa - 8:17” (Fl/a’) 8170 (I‘VP)
+ I‘ZPI‘SU - ngrl(ia (11)

Las 24 componentes de dicho tensor diferentes de cero

son:

(12)

s propiedades tales como:

RE =0 parapfijo

vpp

(18)

= 0 paraufijoy g, diagonal, etc (29)

upo

3 Marco de referencia propio

Consideremos dos sistemas de referencia, al uno lo lla-
maremos sistema de refererencia no primado y al otro
sistema primado. Segg,} cona = 0,1,2y 3 la ba-

se de vectores asociada al sistema de referencia no pri-
mado, y{é,’} la base de vectores asociada al sistema
primado €,, €., son vectores en el espacio-tiempo, es
decir, tienen cuatro componentes). Un vectan el es-
pacio tiempo se puede escribir:

A“%e, enlabasdeé,},
A'¢,"en labas€e, '}

NN

de manera quel®e, = A*é,’. Si A" = AKA%, en-
tonces podemos escribir:

AY(AFE, —E,) =0

ya queA® representan las componentes de un vector
arbitrario, tenemos:

€, = Ate,)/ (20)
y también, siA es una matriz invertible:
e, = (Afl)fje} (21)

Sea{é, }la base ortogonal de vectores asociada con las
coordenadas® = ct, 2! =1, 2% = 0y 2% = o. Intro-
duzcamos una base ortonormal de vectdegs} defi-
nidos por:
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€o’ €o
-/ —
ool =at| g (22) Ry = —Rip
€2 €2 _ RI3 _ _R/3
e’ €3 = 131 —2 113
bO
= —— (27)
donde 2+ b§)2
10 0 0
0 1 0 0 , ,
— /! /
A= 00 (+ b%)% 0 R33 = —Ri3g
2 722\% o = RS =—R'%y
0 0 0 (l + bo) sin 6 8
— bO
. = ——. (28)
Es facil demostrar que (12 +b3)
g;ﬁ = @) € =nap= 4 Tensory escalar de Ricci

diagonal1,—1,-1,-1) (23)
El tensor de Ricci se define por la expresién
Esta base nos permite introducir un nuevo sistema de , )
coordenadas del marco de referencia propio “proper re- Ru=R"Y,, (29)
ference frame™:

La componente no nula de dicho tensor es:

2’ = NG 2P (24)
o:
20 =20 (33a) op2
Ry = —m (30)
0
ot =2t (33b)
El escalar de Ricci es:
a? = (P +b5) 2° (33¢)

R =¢"R,, =Row—R1—Ray—R3 (31)
1
2 = (1> +b3)? sinfz®  (33d)

. Introduciendo (30) en (31) tenemos:
Estas son las coordenadas de un conjunto de observa-

dores que siempre permanecen en reposo en el campo 202
gravitacional del agujero de gusano. Es decir que tie- R = 7022 (32)
nen: (12 + bg)

l,0y¢ constantes 5 Tensor de Einstein

En esta nueva base, las componentes del tensor de Riemﬁlnn- las del de Ei 13 4
Christoffel se pueden calcular a partir de la relacion: as componentes no nulas del tensor de Einstein [3, 4,

5, 6]
. Ox® Jx®2 Jz®s  Jz'*
RI lﬁPU = v / Io X 183 Rgﬂizas (25) 1
ox'v 0x'P dx Or G/#V:R/#V_ER/Q/#V
El resultado es que las componentes no nulas son:
son:
R/%IZ = _R/%21
_ R/l _ _Rll b2
313 b2 331 G/OO — G/ll — —G/QQ — _G/33 - _ 5 0 5 5
- % (26) (1% +b5)

(12 + B2)° (33)
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6 Ecuaciones de Campo de Einstein y tensor 7 Ausencia de un horizonte de sucesos
energia-momentum
Mateméticamente, los horizontes de sucesos, en un es-
De acuerdo a las ecuaciones de campo de Einstein [3, 4 pacio descrito por una mét_rica estatica y asintéticamen-
5, 6] te plgna, se obtienen hacieng@ — 0. Para nuestra
métrica (2) tendriamos:

e

G = c—4TI’”' (34)

goo =1#0 (40)

S " .
|0/S tensores de Einstei’,,, y de energia-momentum  de manera que la condicién fundamental de que el agu-
T",, son proporcionales. Ello implica que las tnicas jero de gusano no deba tener ningtn horizonte de suce-

componentes no nulas @&, sonT" oo, 7" 11y T2 = sos se cumple.
T'35, donde:
T'oo = p' (1) (35) 8 Superficies de insercion (embedding surfaces)
, Para un tiempo fijo y tomandd® = = /2 (plano ecuato-
T =—-7() (36) rial), la parte espacial de la métrica (2) se puede escribir:
T'99 =T'33 =P (l) (37)
(ds')’ = —(ds)” = (dI)” + (I + B) (dy)® (41)

Donde’ (1) es la densidad de total de masa-energia
medida por un observador estatico en el campo gravi-
tacional del agujero de gusano(l) es la tensién por
unidad de area medida por dichos observadores en la
direccion radial (es el negativo de la presion radial), y
P (1) es la presion medida en las direcciones laterales
(ortogonales a la direccidn radial). En un fluido perfec- r? =1?+b (42)
toP (1) =—7(I).

que representa un elemento de arco en el plano ecuato-
rial. Con la transformacioon de coordenadas

A partir de (34) podemos escribir: 0 1
81G tenemos que

G'oo = C—4Tloo a
usando las ecuaciones (33) y (35), podemos demostrar 2 (alr)2
que: (dl)” = 1 (b2 (43)

- - (%)
Je_ A b2 -0 (38) Reeli;r][plazando la dltima expresién en la ecuacion (41)
Ryva! 7(12 n b§)2 se obtiene
s ., . )2

La ecuacion (34) para=v = 1,2,3 da: (ds’)2 _ 1_(U(z£)2 L2 (ng)Q (44)

/o Deseamos construir en el espacio Euclideo tridimen-
pc=—-1(1)=-P() . TR . .
. ) sional, una superficie bidimensional que tenga la mis-
__ ¢ bg ma geometria que la del elemento de arco descrito por
= 5 (39) p . .
87G (12 + v?) (41). Entonces, uno podria encajar la geometria del es-
pacio curvo bidimensional en la geometria plana de un
espacio Euclideo tridimensional [12]. En dicho espa-
de manera que la densidad total de masa-energia medidaio Euclideano, introduciremos coordenadas cilindricas
por un observador estatico en el campo gravitacionaldel z,» y ¢. La métrica Euclideana del espacio de inser-
agujero de gusano es negativa. cion (embedding space) es:
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(dSEuclidean)2 = (1 + (%) ) (dT)2 2(r) T
+r? (dp)’ (45) !
En (45), nosotros suponemos que- z () (considera- r

mos que la superficie insertada tiene simetria axial).

Si nosotros identificamos las coordenaflas) del es- .
pacio Euclideano con las coordenadias) del espacio-
tiempo del agujero de gusano, el elemento de arco (45)
sera el mismo que el descrito por la ecuacioén (44) a tra-
vés del wormhole. Podemos entonces escribir:

garganta

2
dz
I+ =) =—p= 46
(&) == “o
de donde obtenemos:
I—>-%
T
dr Figura 2: Diagrama de insercién para un agujero de gusanda En
z (T) ==+ bo ﬁ (47) garganta se cumpte= bg; [ = 0. Para generar el agujero de gusano,
bo (T - bo) 2 se debe rotar la curva de la figura alrededor del eje z.
el valor de la integral es: dondes = %. Esta transformacion nos permite introdu-
cir una base de vectores para el marco de referencia del
viajero:
2 3
2(r) =boln | £ + {(b—) - 1] (48)
0 0 N —1\B =
e’ = (N7 @ (51)
Todo agujero de gusano tiene un radio minimo ( para o
la presente métrica = by) para el cual la superficie
insertada del espacio curvo bidimensional es vertical. iy N N
Es decir, para = by, e"0 =€ Fype"s (52)
<d_) e (49) "1 = FBe0 + 7" (53)
dr r=bo
dicho radio define la garganta del agujero de gusano (ver €'y =¢'y (54)
Figura 2).
9 Aceleracion de marea gravitacional €'y =¢é'3 (55)
Cpn&deremqs un viajero a b.ordol ,de una sonda,espa-estOS vectores satisfacen:
cial que cae libremente y en direccidn radial a través del
agujero de gusano. La transformacién entre las coorde-
nadas del wormholézr’™) y las coordenadas del marco "0 €"3="ap (56)

de referencia del viajero en la sondd*)es

/1 / /
't =ANbx"

donde

vy #8800
A = +v8 Y 0 0
0 0 10
0 0 0 1

(50)

por lo que constituyen una base ortonormal de vectores.

Sea{ el cuadrivector separacién entre dos partes del
cuerpo del viajero (por ejemplo, la rodilla y la cabe-
za) en caida libre a través del agujero de gusano. En el

marco de referencia del viajerf)es puramente espacial
(5// 0 _ 0).

La aceleracién de marea gravitacional esta dada por la
ecuacion de desviacion de la geodésica [2, 3, 4, 5, 6],
que enlabasée’ } es:
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10 Particula de prueba cayendo a lo largo de una
52y 5 trayectoria radial
nv __ _ __plv "y, 1 i
Aad™" = 52 R75,, 87w utr, . .
Tr Imaginemos una particula de prueba de masa en repo-

y ya ques es puramente espacidla” ¥ también lo es.
Por ello, podemos escribir:

A "nio 525”1‘ _ 2RI 1 57

a = 57_% = —C 0]’05 ( )
Finalmente, comdz?” gjo = —R" 00, tenemos:

Ad"" =R 9508”7 (58)

donde losR” ;o0 se pueden calcular a partir de la rela-
cion:

ox'* 9x' P ox'
G A
o' 6

x ax// o

/!
R pvpo

(59)
R afyds

usando las ecuaciones:

1

2’0 = ya"* Fpa’ Y,
.’L'/l _ $,YBCC//O +’7$C” 17

$/2=l‘//2;$/3=$//3

obtenidas a partir de la expresién (50). El resultado es:

7262 bg
(12+03)?

R"5020 = R"3030 = (60)

Las otras componenté®’ ;o;, son todas iguales a cero.
Por lo tanto, las componentes de la aceleracién son:

Aa’"? 0 (61)
Ad 2 CQR//2020€// 2 (62)
'72U2b(2) "2
o o2
(12 +b3)
Aa//3 CQRH3030§N3 (63)
- 72'02[7(2) 5// 3
(12 +b2)°

En el limite cuando la rapidez del viajero se aproxima a
cero ¢ — 0), las componentes de la aceleracion se anu-

lan (Aa”? — 0 i = 1,2, 3). Por lo tanto, si el viajero

somy cayendo a la largo de una trayectoria radial en el
plano ecuatorial ¢ = 7 , ¢ = constante) El cuadri-
vector momentum de la particula es

P/M = (7m007 Ymov, 01 O) (64)

El cuadrivector momentum satisface la ecuacion:

dp'»
mo + TP P'FP" =0 (65)
dr ®
donder es el tiempo propio y
z® dz? oz’
Fiﬁ’ = gx’l‘ gz’“ %z: ztﬁ (66)

8%z 9a'r
+8I”‘81“’ Ox™
Debido a que la transformacién entre las coordenadas

. 2, .«
z®y 7' es lineal, entonceé%) =0,yyaque

[ =T'g=I"1 =0, (67)
la ecuacién (65) para= 1 nos da
dP/ 1
dr
de donde obtenemos
P'Y = ymgv = constante (69)

de manera que la rapidez de la particu)ees constante.

Por otro lado ya que

v (l)

— dz’t _ de' _ L dl
=FCan = FCnr = Fa

(70)
obtenemos qué = Fut. La particula entonces se mo-
vera a lo largo de la linea de universe= Fut , § =
constante, p = constante cOnv = constante < c.

11 Potencial efectivo de un fotén en un agujero de
gusano del tipo Ellis

Considerémos la métrica de Ellis ii). Con la substitucion
r? = 2 + b2, dicha métrica se escribe

(ds)? = (dt)? — LZQQ —r2(d0)?  (71)
(1- (%))
donde(d)? = (df)? + sin? 6(dyp)?. Llamando
() = (72)

(1))

cae lentamente hacia el agujero de gusano, sentira unaentonces podemos escribir

fuerza de marea gravitacional arbitrariamente pequefia.
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1 0 0 0 De la dltima ecuacién y derivando en (78) con res-
|0 = 0 0 pecto a L obtenemos
I =10 0 - 0 .
_24in2 *)2
|0 0 0 —r’sin®f sD:L/ (7)2r . 1)
El tensor contravariante correspondiente es: r2 (B2 — L2 —m2)?
r1 0 0 Adicionalmente,
0 —’}/*_1 0 0 o8
gH = -1 — = =
0 0 _ (73) 0 2 1 5E constante = 0, (82)
2\ o3 -
L0 0 0 — ((r?) sin”6) implica que
La ecuacion de Hamilton Jacobi para una particula de 950 = (83)
masamg es OF o
de manera que:
08 oS
) (=) -mi=0 73 €\ %
g(%)@w>m°’ (73) =g [ OTE (84)
(£~ & i)
que para la métrica de Ellis con la substitucion dada arri- 0
ba se puede escribir (tomaremos: 1) También podemos escribir
28\> L (0S\? 1 [0S\’ Cdr 1 2\1*
- _ * - _ [ = *\ 5 _ 2 2
RO o R C R R T ) LR
(= 2—m?=0 En (85 t d identificm? + L;
2?0 \9p 0 n (85), noso_ ros po .emos identi |o(am0 + T—z) co-
mo un potencial efectivo
En el plano ecuatoriab(= %), tenemos ) , L2
Veszmo—i—T—Q (86)
95\ 2 ., [8S 2 Parq flot,ones (null,ge(.)desic:sjo = 0, y simplemente
— 1 - — (75) escribirémos (en términos dg b)
ot or
2
L (9S\_ Vp = L 87
= (5) ~mi=o TR ®D
B expresion que coincide con la ecuacion obtenida en [14].
Hallemos una solucion de la forma Vp €s entonces una especie de potencial efectivo para
los rayos de luz. El valor maximo dé- esVpa: =
2
S =Sy (r)+ Lo — Et (76) (bA) ,

en donde E representa la energia y L el momentum an-

gular. La ecuacion (75) se escribe entonces 12 Orbita de una particula alrededor de un

agujero de gusano con geometria de Ellis

@) e

2 2 De la ecuacion (81) tenemos que:
B2~ (77)"! (d50> L 2 _ g 7 (81) q
d L L2 %
2 _ 4 2 2
de donde obtenemos: r (%) =L(") (E -z mo) (88)

1 ) ;
So (1) = /(7*)5 (E2 _L m§> dr  (78) ahora;2 (‘fi—f) = 72 (‘Z—f) (4), de manera que usan-
" do (85) y (88) facilmente podemos demostrar que

La trayectoria de la particula se determina por la ecua- d I

cion [13] e (89)
9S 29 dt E
3~ constante = 0 (79)

La energiall se puede escribir en términos del tiem-

gue es equivalente a escribir . B dt do\
po propioT como E = mg (L), y como ($2) =

% ¢ = (80) (‘Zl—f) (40}, entonces tenemos que
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d L
r? <-¢) - == (90)
dr mo
dondeJ es el momentum angular por unidad de masa.
Haciendo el cambio de variable= % tenemos que

(©)- () &) @) @
E

y si definimose = —
(88))

(&) -7
do) Iy (3)

Derivando la ultima relacién con respectgpaobtene-
mos finalmente la ecuacion de la 6rbita de la particula
du n u o
a7 )
bgu (62 — (1 + J2u2))
_ e

obtenemos (usando la ecuacion

(2 —J2u2-1).  (92)

(93)

dondey* (1) @Tlouf)

13 Potencial efectivo de una particula en la
geometria de Morris-Thorne

Hallemos una solucién de la forma

S=5y(r)+ Lo —Et (96)
Reemplazando en la ecuacion (95) tenemos
1 (dS,\> L2
—2® 2 @0y _ L2 _
e “*F ) ( o ) 5~ ™Mo 0, (97)

de donde
1 > 13
s = [ (o0 [ - L ] ar (o)

A partir de las condicioneg% =

95 — constante = 0, obtenemos

constante = 0,

Consideremos nuevamente la geometria de Morris-Thorrtambién podemos escribir

descrita por la métrica (1). El tensor métrico es:

e 00 0
o —f) o 0
=10 0 - 0 ’

0 0 0 —r2sin?6

mientras que el tensor contravariante correspondiente

es.
2% 0 0 0
N 4 () I 0
K —
g 0 0 —r2 0
0 0 0 —r2sin?4

La ecuacién de Hamilton Jacobi (73) para esta métrica

es:
2 2 2
e 2% 8_S _ b 8_8 _ 1 8_8 (94)
ot f(r) \ or r2 \ 00
1 as\*
_ e — = O
r2sin? 0 (590) o
En el plano ecuatoriab(= %), podemos escribir
o (0S\'_ 1 (98
ot f(r) \ or

1 /0S\°>
5 (a5) o

(95)

OF
o= [(H)uenter @
X [Ez —e*? (f—j +m3)]2 dr
y
fﬂ r %87<1>
b= e /(f( ) (100)
EN? L2 =
<|(5) )] @
dr e® 1
— = ——— [EB* = V3;(n)]" 101
dt E(f(T‘))§ [ jf( )] ( )
donde
2 2
Veps(r) = moe® ( o + 1) (102)
mor

es el potencial efectivo para una particula de maga
alrededor de un agujero de gusano con la geometria de
Morris-Thorne.

14 Ecuacion de la 6rbita en la geometria de
Morris-Thorne

En esta seccién calcularemos la ecuacion de la 6rbita
descrita por una particula alrededor de un agujero de
gusano del tipo Morris-Thorne. A partir de la ecuacion
(99) podemos escribir

L= LU0} (B - VE ] F et

s (103)

Ya queds = (‘Z—f) (4), usando (99) y (100) podemos

demostrar que

2l : (104)
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Adicionalmente como

dt
E =¢**mg <$) , (105)

Y, ‘Z_f = Z_f%, entonces usando (104) y (105) obte-
nemos d I
282 (106)
dr  mo

dondeJ es el momentum angular por unidad de masa.
Con el cambio de variable = 1, llamandoe = £

yya que(g—z) = (44) (j—;) =-% (j—;), entonces
podemos escribir usando la ecuacion (99)

du\ > 1
(%) T p ()@ wen

X [62 — em(%) (1 + J2u2)} .

Derivando la tltima relacién con respectgpaobtene-
mos la ecuaciéon de la orbita

Pu w1+ ) (d@ (%)) (108)

@I
[62 —e22(%) (1+ J2u2)}

27242 (1) 2*(%)
[l O )

15 Agujero de gusano de Schwarzschild

y la derivada de es

rs

do () _

o 5 (1= urg) ', (113)

Usando estas dos Ultimas expresiones, vemos que

df ()

d2 (;)
T T2

LG

114
u du ( )

Reemplazando la ultima ecuacién en (108), obtenemos

GM
u = Tz + 3G Mu?

(115)

gue es la bien conocida ecuacion de la orbita para una
particula en un campo estatico con simetria esférica [3].

Es interesante notar que en la geometria de Schwarzs-
child, el parametro de impacto es el cuociente entre el

momentum angulary la energiy,pacto = % [15].

16 Conclusiones

Una de las mas fascinantes predicciones de la Teoria
General de la Relatividad (TGR) de Einstein es la po-
sible existencia de tuneles en el hiperespacio conectan-
do dos regiones asintéticamente planas en el espacio-
tiempo (agujeros de gusano). Ya que la mayoria de las
predicciones de la TGR han sido verificadas experimen-
talmente, o mediante observaciones astron6micas, no
seria dificil que en algin momento en el futuro se ve-
rifique también ésta Ultima.

En este articulo, en primer lugar, hemos revisado las
propiedades fundamentales de los agujeros de gusano
del tipo Ellis, siguiendo un camino parecido al del ar-

La garganta del agujero de gusano, en este caso, estdiculo previo (Agujeros de gusano: solucién exponen-

ubicada en = rg (El radio de Schwarzschild) [8]. La

funcién de forma es
b(r) = constante = rg = 2GM (109)

m2

es la constante

de gravitacion universal }/ es la masa del agujero.
_ A1 rs -1

Entoncesf (r) = v (1—22) ", de manera que

tenemos
f (%) =(1- urs)_l .

Por otro lada*® = ~, implicaque® (r) = 3 In (1 —
de manera que

dondeG = 6,674 x 10—11%

(110)

rs
r )

1 1
) (5) =3 In (1 —urg) (1112)
La derivada dg con respecto a es
df (L
df (y) _ rs (1 —urs) >, (112)

du

cial) [10]. Partiendo de las ecuaciones de campo de Eins-
tein y el tensor energia-momentum hemos calculado la
densidad total de masa energia medida por un observa-
dor estéatico en el campo gravitacional del agujero de
gusano. Dicha densidad es negativa. Este resultado es
el mismo que aparece en el articulo de Morris-Thorne
[8]. Hemos calculado también la aceleracion de marea
gravitacional experimentada por un viajero a bordo de
una sonda espacial que cae libremente en direccion ra-
dial a través de un agujero de gusano, con la geometria
de Ellis. En el limite, cuando la rapidez del viajero se
aproxima a cero, las componentes de la aceleracion se
anulan, de manera que si el viajero cae lentamente ha-
cia el agujero, sentird una fuerza de marea gravitacional
arbitrariamente pequefia. Adicionalmente, hemos calcu-
lado la linea de universo descrita por una particula de
prueba cayendo a lo largo de una trayectoria radial en el
wormhole.

Usando el formalismo de Hamilton-Jacobi, hemos cal-
culado el potencial efectivo y la ecuacion de la orbita
descrita por una particula alrededor de un agujero de
gusano, tanto en la geometria de Ellis como en la de
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Morris-Thorne. En particular, se ha calculado el poten-
cial efectivo de un fotdn para la primera de las geo-
metrias mencionadas. Finalmente, hemos verificado la
ecuacion de la Orbita obtenida en la métrica de Morris-
Thorne para un agujero de gusano de Schwarzschild.
Seria sumamente interesante analizar la ecuacion de la
orbita que brinda la geometria de Morris-Thorne para el
caso de la soluciones descritas en la referencia [8], asi
como para la solucién exponencial descrita en la refe-
rencia [10].
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