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Abstract

The purpose of this review is to give a simple introduction tothe basic concepts of Mul-
tichannel Quantum Defect Theory (MQDT). The same simple principles used to study
atomic Rydberg levels can be extended to treat more complicated systems like high ex-
cited states in molecules and their interactions with Rydberg series and continua. MQDT
exploits the subtle interplay between the boundary conditions of ion-electron collision at
infinity and at the core, and this information permits a detailed description of the origins
of features observed in Rydberg spectra. Problems approaching chemical complexity are
possible to study by using MQDT as an interface between frequency and time domain
experiments, andab initio theory.

Keywords. adiabatic and nonadiabatic effects, preionization, predissociation, molecular
Rydberg spectra, MQDT

Resumen

El propósito de esta revisión es el de dar una breve introducción a los conceptos básicos
de la teoría de defecto cuántico de varios canales (conocidacomo MQDT por sus siglas
en inglés). Los mismos conceptos simples que se utilizan para estudiar niveles atómicos de
Rydberg se pueden extender para el tratamiento teórico de sistemas más complicados como
son, por ejemplo, las interacciones entre las series de Rydberg moleculares y los continuos
de predisociación y preionización. MQDT aprovecha de las similitudes que existen entre
las condiciones de contorno de la interación entre el centroiónico y el electrón bajo dos
escenarios: cuando están alejados y cuando chocan. Esta información permite entender al
detalle las características de los espectros de Rydberg moleculares en ambos dominios, el
de frecuencia y tiempo. MQDT sirve de interfaz entre espectros y cálculosab initio y con
esto es posible decodificar problemas que se aproximan en complejidad a los de reactividad
química.

Palabras Clave.efectos adiabáticos y no adiabáticos, preionización, predisociación, esta-
dos de Rydberg de moléculas, teoría de defecto cuántico de varios canales

Uno de los elementos más importantes en la física de los
estados de valencia es el del desacoplamiento de los mo-
vimientos electrónico y nuclear, conocida como aproxi-
mación de Born-Oppenheimer. Las vibraciones y rota-
ciones moleculares ocurren ordenes de magnitud más
lento que el movimiento electrónico, entonces matemá-
ticamente, las ecuaciones que describen a los estados de
valencia tratan al resto de la molécula como si estuvie-
ra estática. Los estados de Rydberg moleculares difieren
drásticamente de los estados de valencia. En dichos al-
tos estados excitados, un electrón es extravalente y tiene
una órbita que se extiende muy lejos del centro iónico
(el cual consiste de núcleos atómicos y de los otros elec-

trones). Conforme la excitación del estado de Rydberg
aumenta, es posible alcanzar un punto en el que los mo-
vimientos nucleares y electrónicos ocurren a una escala
de tiempo comparable, y de hecho, a cierto grado de
excitación, el movimiento del electrón de Rydberg se
convierte eventualmente en el más lento [1]. En cierta
forma, los estados de Rydberg pueden ser vistos como
análogos al átomo de hidrógeno. A distancias grandes
(en comparación con el radio de Bohr), el potencial que
describe a la estructura electrónica es netamente culóm-
bico. Sin embargo, cerca al centro iónico, a algún radio
crítico,rc, el electrón de Rydberg empieza a sentir efec-
tos de intercambio e interacción de configuraciones con
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los otros electrones que están más cerca al núcleo. El es-
tado cuántico del centro iónico determina la trayectoria
del electrón extravalente y esta información puede ser
codificada en un potencial de dispersión.

El primer tratado teórico en el que se reconoce la cone-
xión entre las dos regiones en las que se puede encon-
trar el electrón es la teoría del defecto cuántico (Quan-
tum Defect Theory, o QDT por sus siglas en inglés).
Esta fue formulada por Seaton [2, 3] para entender los
espectros de Rydberg en átomos y en experimentos de
colisiones entre iones y electrones. Resultados espec-
troscópicos de alta resolución en la molecula de H2 [4]
motivaron a Fano [5] para extender la formulación de
Seaton a moléculas diatómicas. Mulliken hizo hincapié
en la unidad básica que existe entre los altos estados
excitados de Rydberg y los continuos de ionización ad-
yacentes: la física de corto alcance es común en ambos
a pesar de que cuando el electrón está lejos del centro
iónico las ecuaciones que describen los estados son di-
ferentes [6]. QDT describe de forma unificada a los es-
tados discretos y al espectro del continuo en términos de
los mismos parámetros que resumen a las interacciones
en la región de corto alcance [1]. Con ello, esta teoría da
cuenta de las estructuras de Rydberg, así como también
de su descomposición en el continuo. Este decaimiento
se puede producir en dos procesos que compiten entre
ellos:preionización(conocida como autoionización) si
el continuo esta asociado con el movimiento electróni-
co, ypredisociaciónsi el continuo se asocia con el mo-
vimiento nuclear [7].

Los conceptos básicos de QDT son desconocidos para
la mayoría de científicos que estudian estructuras mo-
leculares por métodos espectroscópicos [8]. El objetivo
de esta revisión es el de introducir dichos conceptos bá-
sicos y su evolución hacia la teoría de defectos cuánti-
cos de varios canales (MQDT). La notación algebraica
empleada es la misma que utilizó Stephen Ross [9] en
su artículo “A MQDT Primer”. Finalmente, en la últi-
ma sección, el lector podrá encontrar ejemplos en los
que MQDT ha sido exitosamente empleado para tratar
problemas típicos de física molecular.

1 QDT: de átomos a moléculas

La energía del átomo de hidrógeno,ǫ, es la de su úni-
co electrón. Este experimenta la fuerza resultante del
potencial de Coulomb de la carga positiva en el centro
iónico, H+, como se ilustra en la Fig. 1(a). El hamil-
toniano de una partícula sujeta a una fuerza central (en
unidades atómicas) es

Ĥ = −∇2/2 + V (r), (1)

en donde el potencialV (r) depende exclusivamente de
la distancia con el centro y es invariante bajo cualquier
rotación alrededor del origen [10, 11]. Entonces, es con-
veniente expresar el laplaciano,∇2, en coordenadas es-
féricas para que el hamiltoniano toma la siguiente for-
ma:

Ĥ = − 1
2
1
r

∂2

∂r2
r + 1

2r2 L̂
2 + V (r). (2)

Este operador tiene características que ayudan a simpli-
ficar el cálculo de sus autovalores considerablemente.
La parte angular (de variablesθ y ϕ) del hamiltoniano
esta incluida por completo en el término en donde se en-
cuentra el operador̂L2. Además, el hamiltoniano de la
partícula conmuta con los tres componentes del opera-
dor de momento angular orbitalL̂. Entonces, debe exis-
tir alguna función propia,Ψ(r, θ, ϕ), deĤ que sea tam-
bién autofunción de los operadoresL̂2 y L̂z de tal forma
que:
[

− 1
2
1
r

∂2

∂r2
r + 1

2r2 L̂
2 + V (r)

]

Ψ(r, θ, ϕ) = ǫΨ(r, θ, ϕ).

(3)

Los armónicos esféricos de gradol y ordenm,Y m
l (θ, ϕ),

son funciones propias de los operadoresL̂2 y L̂z, en-
tonces podemos utilizar el método de separación de va-
riables y suponer la existencia de una solución del ti-
po Ψ(r, θ, ϕ) = ρ(r)Y m

l (θ, ϕ). ComoL̂2Y m
l (θ, ϕ) =

l(l + 1)Y m
l (θ, ϕ), tenemos que la ecuación de autova-

lores deρ a resolver es:
{

− 1
2
1
r

d2

dr2
r + l(l+1)

2r2 + [V (r) − ǫ]
}

ρ(r) = 0. (4)

Esta ecuación diferencial tiene como única variable ar.
Sin embargo, el hamiltonianôHl es diferente para cada
valor del, y cada gradol esta asociado con(2l+ 1) va-
lores dem. Esto quiere decir que autovalores y autofun-
ciones deĤl deben definirse con dos parámetros más.
En el caso de las funciones propias, estos dos paráme-
tros sonl y ν de tal forma queρ(r) = ρl,ν(r). El pa-
rametroν puede ser discreto o continuo, y representa a
todo el conjunto de autovalores asociados con un mismo
valor del [11], entonces tenemos queρl,ν(r) = ρl(ν, r).
Para simplificar el término de la ecuación 4 que contie-
ne al operador diferencial podemos definirρl(ν, r) =
(1/r)ψl(ν, r), y al multiplicar ambos lados de la ecua-
ción porr, la parte radial de la ecuación de Schrödinger
se simplifica a [11]:

{

− 1
2

(

d2

dr2
− l(l+1)

r2

)

+ [V (r)− ǫ]
}

ψl(ν, r) = 0,

(5)
en dondel es el momento angular de la órbita del elec-
trón. La variableν es una alternativa para designar la
energía del electrón a través de la relación [12, 9]

ǫ = −1/(2ν2),

ν =

√

−
1

2ǫ
. (6)

Las soluciones de la ecuación 5 para el caso de un po-
tencial culómbico (es decir:V (r) = −1/r) son am-
pliamente conocidas dentro de la rama de la física ató-
mica y molecular [11]. Las funciones propiasψl(ν, r)
dependen del valor del y de la energía del electrón,ν ó
ǫ. Esta ecuación diferencial de segundo orden tiene dos
soluciones linealmente independientes y hay un número
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infinito de posibles pares de funciones que la satisfacen.
En QDT se escoge a una función que sea regular,f , y a
otra que sea irregular,g, en el origen:ψl(ν, r) = fl(ν, r)
y ψl(ν, r) = gl(ν, r) [13]. La forma asintótica de estas
soluciones es para cada función [9]:

fl (ν, r → ∞) → C(r) sin π(ν − l) exp(r/ν), (7)

gl (ν, r → ∞) → −C(r) cos π(ν − l) exp(r/ν), (8)

siempre y cuandoǫ < 0 (paraǫ > 0 ver en las refe-
rencias [2, 14, 1]). En el límiter → ∞, el factorC(r)
converge a cero de forma más lenta de lo que el fac-
tor exponencial se aproxima al∞. La funciónψl(ν, r)
no tiene como indice al número cuántico principal,n,
sino que tiene a la energía como parámetro a través de
ν. Esta solución es conocida con el nombre defunción
de canalporque describe a todo un conjunto de series
infinitas de estados ligados (ǫ < 0) convergentes a un
límite de ionización (ǫ = 0), e incluso a los estados
dentro del continuo que se encuentra sobre dicho límite
(ǫ > 0) [9].

Para el caso particular del átomo hidrógeno, la solución
de la ecuación diferencial radial debe ser válida para
todo r, incluyendor = 0. Esto significa que debido
a queg es irregular enr = 0, sólo f puede ser parte
de la solución. La condición de frontera, al considerar
sólo a los estados ligados, requiere que la función de
ondaψl(ν, r) = fl(ν, r) se anule cuandor → ∞. Esto
implica quesinπ(ν−l) = 0 y puesto quel es un entero,
entonces

sinπν = 0 (9)

es la ecuación a satisfacer.

La situación es diferente para los átomos con más de un
electrón. En la Fig. 1(b) se puede apreciar que cuando
el electrón de Rydberg está lejos del centro iónico éste
experimenta únicamente una fuerza de atracción culóm-
bica. Esto significa que es posible utilizar el mismo po-
tencialV (r) del caso del átomo de hidrógeno. Sin em-
bargo, cuando el electrón de Rydberg se acerca al cen-
tro iónico, éste interactua con los otros electrones que se
encuentran allí. Las interacciones entre estos electrones
con el electrón de Rydberg son complicadas y no pue-
den reducirse a un simple problema de dos cuerpos, o
al de una partícula en un potencial central. En lugar de
concentrarse en los detalles de lo que ocurre en el centro
iónico, QDT centra su atención a lo que ocurre cuando
el electrón de Rydberg está lejos del centro iónico, y
asume que cuando el electrón está a una cierta distancia
rc, los efectos de estas interacciones con los electrones
del ión pueden ser ignoradas.

En la región en la quer > rc, la parte radial de la
ecuación de Schrödinger es exactamente la misma que
la ecuación 5. La diferencia es que ahora la solución
ψl(ν, r) es válida únicamente para la región en la que
r > rc y no parar = 0. Esto significa que ahora la fun-
ción g puede ser parte de la solución. La irregularidad
deg en el origen es irrelevante porqueψl(ν, r) es válida
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Figura 1: a) Potencial de Coulomb del átomo de hidrógeno. Losni-
veles de energía corresponden a la seriens (l = 0). b) Parar > rc,
el electrón de Rydberg experimenta únicamente la fuerza culómbica
del centro iónico, pero parar < rc, el electrón de Rydberg penetra
al centro iónico y por lo tanto los otros electrones también deben ser
considerados. Los niveles de energía corresponden a la serie ns del
átomo de sodio (ilustración adaptada de la ref. [9]).

sólo parar > rc. Entonces, la solución puede ser escrita
como

ψl(ν, r) = a · fl(ν, r) + b · gl(ν, r), (10)

y para preservar la relativa normalización def y g en
esta expresión,|a|2 + |b|2 debe ser igual a 1. En QDT,
los coeficientesa y b son definidos de la siguiente ma-
nera [9]:

a = cosπµl (11)

b = − sinπµl, (12)

en dondeµl indica la contribución de la parte irregular
g a la soluciónψl(ν, r). Por ejemplo, siµl = 0 ó 1,
entonces sólof forma parte de la solución, mientras que
si µl = 1/2 sólog contribuye aψl(ν, r).

La parte radial de la función de onda no describe com-
pletamente al electrón de Rydberg. Hay que considerar
también a la parte angular y a todas las otras partículas
del centro iónico (es decir, electrones). Todos estos fac-
tores pueden ser agrupados en una función|Φl(ω)〉, en
dondeω representa a todos los grados de libertad a ex-
cepción de la coordenada radial en la que el electrón de
Rydberg choca con el centro iónico. Así, la función de
canal completa es:

ψl(ν, r, ω) = ψl(ν, r)|Φl(ω)〉
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= [fl(ν, r) cos πµl − gl(ν, r) sinπµl]

×|Φl(ω)〉. (13)

En principio,µl depende de la energía del electrón de
colisión. Sin embargo, como este electrón viene hacia
el centro iónico atraído por las fuerzas culómbicas que
lo aceleran enormemente, los detalles de la colisión son
bastante similares para todo un rango amplio de ener-
gías iniciales del electrón de Rydberg. El defecto cuán-
ticoµ, el cual indica la contribución def y g a la función
de onda, no depende en gran medida de la energía.

La función de canal total consiste del estado particular
del centro iónico y del carácter angularl = 0, 1, 2...
del electrón de Rydberg. La funciónψl(ν, r, ω) es váli-
da para muchas energías del electrón extravalente y esta
energía tiene que ser codificada a través de las condicio-
nes de contorno. La descripción física del sistema para
estados ligados es diferente a la de estados dentro del
continuo. Por ejemplo, en la región en la queǫ < 0, la
función de canalψl(ν, r, ω) debe converger a cero cuan-
dor → ∞. Usando la forma asintótica de las funciones
f y g parar → ∞, tal como aparece en las ecuaciones 7
y 8, la función de canal es:

ψl → [sinπ(ν − l) · cos πµl + cos π(ν − l) · sinπµl]

× C(r)|Φl(ω)〉 exp(r/ν), (14)

en la que el factor

[sinπ(ν − l) · cos πµl + cos π(ν − l) · sinπµl] = 0 (15)

para estados ligados. Puesto quel es cero o cualquier
número natural,

[tanπν + tanπµl] = sinπ(ν + µl) = 0

⇒ ν + µl = n. (16)

De esta manera tenemos que sólo valores positivos del
número enteron tienen significado físico:

n = l + 1, l+ 2, l+ 3..., (17)

y al escribir la expresión de las energías de los estados
ligados mediante la ecuación 6, tenemos que

ǫ = −
1

2 (n− µl)
2 . (18)

Esta ecuación 18 es similar a la famosa fórmula de la se-
rie de Rydberg para el átomo de hidrógeno. La diferen-
cia con la ecuación 6 está en que el número cuánticon
en el denominador es reemplazado porν, que se llama el
número cuántico efectivo, y de acuerdo a la ecuación 16
difiere de ser un entero por una cantidadµl, a la cual
se la conoce como eldefecto cuántico. En el caso del
átomo de hidrógeno,µl debe ser igual a cero y la ecua-
ción 16 se reduce a la ecuación 9. El centro iónico del
hidrógeno no tiene otros electrones y la función de canal
que resuelve a la ecuacion de Schrödinger sólo contiene

+

centro i nico

r
ciB A

R

e
-

r

Figura 2: La molécula diatómica AB consiste de un electrón que choca
contra el centro iónico AB+. El electrón de Rydberg experimenta una
gran aceleración cuando entra al centro iónico,r < rc, y toma una
foto instantánea del estado en el que se encuentra el núcleo.Dicho
estado es diferente para cada distancia de enlaceR.

a la funciónf , la cual es regular enr = 0. El defecto
cuánticoµ es el parámetro que en la ecuación 13 define
la contribución def y g a la parte radial de la función
de onda del electrón de Rydberg. Por ejemplo, en el ca-
so de la seriens (l = 0) del átomo de sodio,µl es casi
constante (≈ 0,65) para todos los estados discretos. La
figura 1 muestra que el patrón de convergencia hacia el
límite de ionización de las series de niveles energéticos
ns del hidrógeno y sodio es el mismo, la única diferen-
cia es que las energías de enlace del electrón de Rydberg
son más pequeñas en el sodio que en el hidrógeno. Esto
es de esperarse debido a que los electrones de valencia
del centro iónico cubren a la carga positiva del núcleo
disminuyendo a la fuerza de atracción que mantiene al
electrón de Rydberg en órbita. La energía de la parte
radial de la función de onda depende de las interaccio-
nes culómbicas, por lo tanto,µ describe los efectos de
corto alcanceinducidos durante la colisión del electrón
de Rydberg con el centro iónico. En definitiva, con la
ecuación 18 es posible predecir todas las posiciones de
la serie infinita de niveles energéticos.

A esta teoría de un solo canal con su defecto cuántico
único (que puede depender de la energía) tal como fue
propuesta originalmente por Hartree en 1928 [15] se la
conoce como QDT. Décadas más tarde, Seaton [2, 3] re-
tomó estas ideas y las amplió al incluir condiciones de
contorno. Éstas ayudan a conectar las similitudes físicas
de la serie infinita de estados ligados con el continuo
que se encuentra por encima, energéticamente hablan-
do. Con estas consideraciones, hay como predecir no
sólo los valores propios de la ecuación de Schrödinger
sino también sus funciones de onda.

Las modificaciones a la teoría para que pueda ser uti-
lizada en el estudio de sistemas moleculares son senci-
llas. Los estados de Rydberg de una molécula diatómi-
ca, AB, pueden ser vistos como análogos a los de un
átomo (como se muestra en la figura 2). La distanciar
se mide desde el electrón de Rydberg hacia el centro
de masa del centro iónico, AB+. La longitud del enlace
entre A y B esR. Al igual que en el caso atómico, las
colisiones de los estados ligados ocurren a energías ne-
gativas y el electrón de Rydberg sólo experimenta una
atracción culómbica hacia el centro iónico cuando está
más allá de una cierta distanciarc. En esta región, la
influencia de la estructura del centro iónico en el movi-
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Figura 3: a) Representación esquemática de una serie de curvas de
energía potencial diabáticas para una molécula diatómica AB. La línea
punteada es el límite de ionización AB+ de la serie. b) Funciones de
defecto cuánticoµ(R) calculadas a partir de las curvas diabáticas y
del límite de ionización en la ecuación 20. (Las referencias[16] y [9]
muestran este tipo de curvas para el caso de los estadosn1Πu de H2).

miento del electrón es despreciable. Después de la co-
lisión con el centro iónico, el electrón se propaga ra-
dialmente de acuerdo a la combinación lineal fija de las
funciones culómbicas de la ecuación 13. De la misma
manera que para el caso atómico, la mezcla de funcio-
nesf y g está determinada por las interaciones de corto
rango y estas son codificadas en el defecto cuánticoµ.

La gran diferencia con el caso atómico es que cuando
el electrón choca contra el centro iónico, el estado de
este depende también de la distancia nuclearR. Debi-
do a la gran aceleración culómbica que experimenta el
electrón hacia el núcleo, la colisión es más rápida que
el movimiento intramolecular así que podemos imagi-
nar al electrón tomando una foto instantánea del centro
iónico. En otras palabras, durante la colisión, el electrón
ve a un centro iónico congelado a una distancia fijaR.
La estructura del centro iónico varía conR y esto se ve
reflejado en el número cuántico efectivo que deja de ser
constante para convertirse en una función de la distancia
internuclear:µ(R). La energía total de un determinado
estado electrónico molecular,En

total, es la suma de las
energías de su centro iónico,E+, y la del electrón de
colisión ǫ. La figura 3(a) muestra la energía del centro
iónico AB+ (línea punteada) y la energía de varios esta-
dos electrónicos de AB en función deR. En definitiva,
la energía de enlace del electrón de colisión depende de
R de la siguiente manera:

ǫ(R) = Etotal − E+(R). (19)

La situación es similar a lo que se muestra en la figu-

ra 1(b), en donde separamos el alcance de las intera-
ciones en dos regiones: en el centro iónicor < rc, y
en la región externar > rc. Dentro el centro iónico el
problema es complicado, pero como en el caso atómico
se reduce a una combinación sencilla de funcionesf y
g en cuanto el electrón abandona el centro iónico. Esta
combinación se propaga hacia el infinito y la imposición
de condiciones de borde, con su debida cuantización de
las energía de enlace, conduce a series de Rydberg que
convergen hacia un continuo. Hay una serie para cada
valor deR y esto parametriza al defecto cuántico efec-
tivo µ(R) de la siguiente manera:

µ(R) = n−

√

−
1

2 (En
total − E+(R))

. (20)

En la figura 3(b) podemos ver varias curvas deµ(R)
calculadas mediante la ecuación 20, a partir de los po-
tenciales diabáticos de los estados exitados y de la cur-
va del límite de ionización (líneas continuas y puntea-
da en la figura 3(a), respectivamente). Ejemplos de de-
fectos cuánticos efectivosµ(R) para el caso de la mo-
lécula de H2 se los pueden encontrar en las referen-
cias [16, 12, 17, 9, 18]. En conclusión, la parte electróni-
ca de la teoría del defecto cuántico molecular es similar
a la atómica pero parametrizada a la longitud del enlace
internuclearR.

2 MQDT para moléculas

La aproximación de Born-Oppenheimer, que consiste
en separar adiabáticamente los grados de libertad elec-
trónicos y nucleares, es la base para el cálculo de funcio-
nes de onda moleculares y superficies de energía poten-
cial (autovalores de energía electrónica para cada dis-
tancia internuclearR). En algunas ocasiones, estas cur-
vas de potencial de Born-Oppenheimer resultan simila-
res en forma a las simples curvas diabáticas de la figu-
ra 3(a). La serie de estadosn1Πu de H2 son un ejem-
plo [16, 9]. Sin embargo, generalmente -y sobre todo
cuando se trata de estados excitados-, estas superficies
se asemejan a las dibujadas en lineas contínuas en la fi-
gura 4(a). Al observar a varias de estas en conjunto, se
puede inferir la forma simple de las curvas diabáticas
(líneas discontinuas) que interactúan mutuamente y evi-
tan cruzarse dando lugar a las superficies de potencial de
Born-Oppenheimer (líneas continuas). Las leyendasnl
de la figura 4 corresponden al supuesto carácter angular
y electrónico de los estados excitados representados por
las curvas diabáticas.

El estado del centro iónico y la parte angular del elec-
trón de colisión definen a cada canali. La energía del
electrón,ǫi, es la diferencia entre la energía total de la
molécula y la energía del centro iónico,E+

i (R). Al nú-
mero cuántico efectivo se lo denota comoνi(R). En los
artículos de MQDT, la notación de la parte no radial de
la función de onda|Φl(ω)〉 y el momento angular or-
bital l del electrón de colisión son incluidos en un so-
lo ket |i〉 [9]. Los canales están conectados a través de
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Figura 4: a) Curvas de potencial de Born-Oppenheimer (líneas conti-
nuas) que surgen de las múltiples interacciones entre las curvas diabá-
ticas de diferentes niveles electrónicos y momentos angulares (líneas
discontinuas). b) Funciones de defecto cuánticoµ(R) calculadas a
partir de las curvas de Born-Oppenheimer y del límite de ionización
en la ecuación 20. (En las referencias [12], [17] y [9] constan curvas
similares para el caso de los estadosn1Σ+

g de H2).

sus interacciones (que se manifiestan cuando las curvas
diabáticas evitan cruzarse) por lo que es posible que du-
rante las colisiones entre el electrón y el centro iónico
el sistema cambie de un canal a otro. El intercambio de
canales se puede visualizar como un electrón que entra
a la región de colisión con una función de ondafi, y
luego es dispersado en una combinación lineal de todas
las funcionesgj accesibles. Por lo tanto, la función de
base puede ser escrita como

ψi = fi|i〉 −
∑

j

Kijgj |j〉, (21)

en dondefi = fi(νi(R), r), gj = gj(νj(R), r) yKij =
Kij(R).

Los detalles de la colisión dependen de las coordena-
das moleculares, por lo tanto los coeficientesKij , que
describen a la combinación de funcionesf y g, también
dependen deR. Si varios canales no están conectados
por una interacción, entonces sólo la funcióng que es
idéntica a la función del canal de entradaf contribuirá
a la combinación lineal, y en tal caso, la matrizK sería
diagonal. En general, esta matrizK indica cuán mez-
clados terminan los diferentes canales después de haber
interactuado con el centro iónico. Por esta razón, aK se
la conoce como lamatriz de reacción.

Para la regiónr > rc, la función de onda total de la
molécula es una combinación lineal de las funciones de

baseψi de la ecuación 21:

ψ =
∑

i

Biψi. (22)

Si tomamos en cuenta a las condiciones de frontera para
los estados ligadosψ(r → ∞) → 0, y usamos la forma
asintótica def y g (ecuaciones 7 y 8) en las ecuacio-
nes 21 y 22, tenemos que

0 =
∑

j

[Cj(r) exp(r/νj)]

×

{

∑

i

[sin(πνj)δij + cos(πνj)Kij ]Bi

}

. (23)

Para cadaj, el términoCj(r) exp(r/νj) tiende al infi-
nito cuandor → ∞. Por lo tanto, cada uno de los tér-
minos entre llaves “{ }” debe anularse siψ satisface a
la condición de frontera de ligadura. Al dividir al factor
dentro de las llaves paracos(πνj), es posible encontrar
a los niveles de energíaν que resuelvan al siguiente de-
terminante:

0 = |[tanπνij(R)] δij + tanπµij(R)| , (24)

dondeµij(R) =
1
π
tan−1Kij(R).

Esta definición de la matriz de defectos cuánticos,µij(R),
es análoga al defecto cuántico de la sección anterior pe-
ro ahora incluye la posibilidad de varios canales. En el
caso del problema de un solo canal, o de canales que
no interactúan entre ellos, la matriz de defectos cuán-
ticos sería diagonal y sus elementos corresponderían a
los mismos defectos cuánticos de un solo canal. En la
región de corto alcance, la proyección del momento an-
gular orbital del electrón sobre el eje fijo molecular,Λ,
es un número cuántico bien definido y que da lugar, por
ejemplo, a estadosΣ y Π. Por lo tanto, para cada valor
deΛ existe una matriz de defectos cuánticos en función
deR y se la puede escribir comoµΛ = µΛ

ij(R). Debi-
do a esta factorización, cada valor deΛ conduce a un
planteamiento de MQDT electrónico distinto [9].

Ross y Jungen [12] cayeron en cuenta que es posible
obtener la matriz de defecto cuántico a partir de curvas
diabáticas de potencialab initio de la molécula de H2.
Con esta matriz, obtuvieron curvas de potencial adia-
báticas que concuerdan con observaciones experimen-
tales de mejor manera que las curvas de potencial de
Born-Oppenheimer calculadas con el mismo métodoab
initio. La matriz de reacciónK (R) (o la matriz de de-
fectos cuánticosµ(R)) contiene toda la información ne-
cesaria para explicar el complejo conjunto de múltiples
interacciones entre series de Rydberg y los continuos
que yacen por encima de estas [9].

3 Efectos de vibración y rotación molecular

Para poder añadir los efectos de las vibraciones y rota-
ciones moleculares en MQDT, hay que considerar que



Viteri Avances,2011, Vol. 3, No. 1 Pags. A1-A12

el electrón choca con un centro iónico que vibra,v+ y
gira,N+. A la parte electrónica de la función de onda
hay que añadirle la función rovibracional,〈R|v+i 〉

iN
+

i ,
de esta manera la notación del canali debe incluir todos
estos elementos:iv+i N

+
i . Así mismo, la energía del cen-

tro iónico,E+
v+N+ , y el número cuántico efectivoν, no

dependen únicamente de la parte electrónica, sino tam-
bién del estado cuántico de rotación y vibración. Enton-
ces, tenemos que:

ν = νiv+

i
N

+

i

=

√

−
1

2ǫiv+

i
N

+

i

. (25)

La función de onda total de la molécula se obtiene me-
diante una simple generalización de la ecuación 21. Des-
pués de la colisión, el sistema ion-electrón, que origi-
nalmente se encuentra en un canal electrónicoi, puede
encontrarse en una combinación lineal de todos los ca-
nales electrónicos. Los estados vibracionales y rotacio-
nales del centro iónico también pueden cambiar durante
la colisión si se cumplen las reglas de selección, por lo
que las funciones de base deben incluir la posibilidad de
que las funciones de onda de rotación y vibración inter-
fieran. A raíz de la colisión, las funciones de base del
sistema ion-electrón deben escribirse como una combi-
nación lineal de los canales rovibrónicosjv+j N

+
j , en

donde las interacciones entre canales se encuentran co-
dificadas en la matriz de reacciónK :

ψiv
+

i
N

+

i

= f
iv

+

i
N

+

i

|i〉〈R|v+
i
〉iN

+

i

−
∑

jv
+

j
N

+

j

K
iv

+

i
N

+

i
,jv

+

j
N

+

j

· g
jv

+

j
N

+

j

|j〉〈R|v+
j
〉
jN

+

j . (26)

A diferencia de la ecuación 21, los elementos de es-
ta matriz de reacción son constantes porque no depen-
den directamente de la distancia internuclear. Cuando el
electrón se encuentra a una distanciar fuera de la re-
gión de corto alcance,r > rc, la función de onda total
del sistema ion-electrón,ψRy, está compuesta (como en
el caso de la ecuación 22) de la combinación lineal de
las funciones de baseψiv

+

i
N

+

i

a partir de los coeficientes
de expansiónB:

ψRy =
∑

iv
+

i
N

+

i

Biv
+

i
N

+

i

ψiv
+

i
N

+

i

. (27)

Es posible separar la parte nuclear de la electrónica cam-
biando algunos de los índices en la sumatoria, de esta
manera tenemos que:

ψRy =
∑

i





∑

v
+

i
N

+

i

B
iv

+

i
N

+

i

〈R|v+
i
〉iN

+

i



 f
iv

+

i
N

+

i

|i〉

−
∑

i





∑

jv
+

j
N

+

j

B
jv

+

j
N

+
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∑

v
+

i
N

+

i

K
jv

+

j
N

+

j
,iv

+

i
N

+

i

〈R|v+

i
〉
iN

+

i





×g
iv

+

i
N

+

i

|i〉.

(28)

El problema con la ecuación 28 es que el número de
elementos de la matriz de reacciónK aumenta rapida-
mente con el número de canales. Por ejemplo, una ma-
triz relativamente pequeña de 20× 20 podría describir
a una serienpλ,N 6= 0 de la molécula de H2 restrin-
gida a 10 canales vibracionales, sin rotaciones y aislada
de interactuar con otras series.1 En una situación real, el
valor de cada uno de estos elementos matriciales pue-
de llegar a ser esencialmente imposible de calcular sin
algún tipo de simplificación [9]. Fano hizo hincapié en
dos nuevos conceptos: el significado físico de loscana-
les propiosde la interacción ion-electrón y la necesidad
de unatransformación de marcoentre la parte rotacio-
nal de los canales propios de corto alcance (r < rc) y
de los canales de fragmentación (r > rc) [5, 16, 19].
Fano encontró que los valorestanπµα y vectoresUiα

propios de la matriz de reacciónK se pueden obtener a
partir de la siguiente diagonalización:

K = U tan(πµ)UT , (29)

en donde el superíndiceT denota a la transpuesta deU.
Las funciones de onda de los canales propiosψα tienen
un desfase en comúnπµα, a menudo llamadodefecto
cuántico propio, en cada uno de los canales de fragmen-
tacióni. El elemento matricialUiα puede ser interpreta-
do como la proyección de la función de onda del canal
de fragmentación|i〉 sobre la autofunción de colisión
|α〉 (o el hamiltoniano que describe a la región de cor-
to alcance). Las soluciones linealmente independientes
parar > rc son:

ψα =
∑

i

Uiα [fi − tan(πµα)gi] |i〉. (30)

Para la otra región, en la quer < rc, la función de on-
da total es la combinación lineal de los productos en-
tre las funciones de onda electrónicaψα y rovibracional
|φΛRN 〉α:

ψBO =
∑

αφ

Aαφψα|φ
Λ
RN 〉α

=
∑

αφ

Aαφ

∑

i

Uiα [fi − tan(πµα)gi] |i〉

×|φΛRN 〉α. (31)

Los canales propios de corto alcanceα (enr < rc) son
precisamente las funciones de onda obtenidas a partir
de la aproximación de Born-Oppenheimer. Cuando nos
referimos a estos canalesα es necesario especificar a
la proyección del momento angular electrónico sobre el
eje molecularΛ, a la distancia nuclearR y al momento
angular totalN . En la región de corto alcance, el des-
faseµα(R) de la parte electrónica varía muy poco en
función de la energía. Esto se debe a que el cambio en

1En este ejemplo en dondel = 1, λ puede ser un orbital molecular
σ o π; y N es el momento angular total excluyendo spin [1].
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el movimiento electrónico debido a este desfase es in-
significante en la escala de tiempo en el que la molécula
rota y vibra. El electrón experimenta el campo de un ión
molecular congelado mientras se mueve dentro del cen-
tro iónico, o en otras palabras, el electrón se adapta ins-
tantáneamente a la configuración del centro iónico. Esto
significa que la aproximación de Born-Oppenheimer de
la separación del movimiento nuclear y electrónico es
válida en esta región. (Hay que tener cautela con es-
ta simple afirmación. Convencionalmente, la aproxima-
ción de Born-Oppenheimer asume una geometría mo-
lecular estática para todas las distancias electrónicasr.
Claramente, esto no puede describir correctamente a los
estados moleculares de Rydberg en los que el electrón
extravalente se mueve lentamente, sobretodo en la re-
gión en la quer >> rc [1].)

La gran matrizK , que incluye a todos los canales elec-
trónicos y rovibracionales, no aparece en la ecuación 31.
En su lugar están defectos cuánticos propios que con-
tienen únicamente información sobre la parte electró-
nica deK . Sin embargo, el problema es que la fun-
ción de ondaψBO sólo es válida en la región de Born-
Oppenheimer y no se extiende hasta el infinito. En cam-
bio, la funciónψRy de la ecuación 28 es válida tanto
en la región de las interacciones de corto alcance, como
también en la región extravalente. Para conectar la sim-
plicidad deψBO con la validez de la funciónψRy para
ambas regiones, debemos tomar en cuenta dos conside-
raciones. La primera es que para valores pequeños der,
las funcionesf y g son casi independientes deν [9, 3].
En la región de Born-Oppenheimer, la variación denu
debido a diferencias entre las enrgías rovibracionales
puede ser ignorada. Por lo tanto, las siguientes aproxi-
maciones son válidas:fi ≈ fiv+

i
N

+

i

y gi ≈ giv+

i
N

+

i

.
Entonces, para la región de Born-Oppenheimer, la fun-
ciónψRy puede ser escrita de la siguiente forma:

ψRy(BO) =
∑

i
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v
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i
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i

B
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i
N

+

i
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∑
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〉
iN
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i





×gi|i〉 .
(32)

La segunda consideración es que los coeficientesAαφ

provienen de una superposición finita de canales rovi-
bracionales con pesos desconocidosDjv

+

j
N

+

j

:

∑

αφ

= Aαφ|φ
Λ
RN 〉α

=
∑

jv
+

j
N

+

j

[

UT
]

αj
Djv

+

j
N

+

j

〈R|v+j 〉
jN

+

j .
(33)

Hay tantas ecuaciones como canales electrónicos|α〉.
Introduciendo a la ecuación 33 en la expresión deψBO

(ecuación 31), utilizando el hecho de que la matrizU es

ortogonal, y con un poco de álgebra, la función de onda
ψBO resulta:

ψBO =
∑

i
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〉
jN

+

j





×gi|i〉 .
(34)

Cada término de esta ecuación puede ser comparado di-
rectamente con los de la funciónψRy(BO) de la ecua-
ción 32. Los factoresfi|i〉 y gi|i〉 son independientes
y por lo tanto deben tener los mismos coeficientes en
ambas ecuaciones (32 y 34). De esta manera, los coefi-
cientesB y D son idénticos debido a que las funciones

〈R|v+j 〉
jN

+

j son ortonormales para cada canali. Usando
el mismo razonamiento, la matrizK toma la siguiente
forma:

Kiv
+

i
N

+

i
,jv

+

j
N

+

j

= 〈v+i |R〉
iN

+

i

×

∣

∣

∣

∣

∑

α

Uiα tanπµα

[

UT
]

αj

∣

∣

∣

∣

〈R|v+j 〉
jN

+

j .
(35)

Esta es la expresión de la matriz rovibrónicaK de la fun-
ción de ondaψRy pero ahora incluye únicamente a las
vibraciones y rotaciones del centro iónico y a la matriz
de reacción puramente electrónica.

La transformación del marco rovibrónico describe la tran-
sición del caso de Hund d) -en el región de largo alcance-
al caso de Hund b) -en la región de corto alcance- a me-
dida que el electrón se acerca al centro iónico (transfor-
maciones a los casos de Hund a) o c) también son po-
sibles).2 El operador de esta transformación puede ser
escrito explícitamente [1, 9]:

Uiv
+

i
N

+

i
,αRφ = 〈i|α〉RΛ〈v+i |R〉

iN
+

i 〈N+
i |Λ〉iN , (36)

en dondeiv+i N
+
i y αRφ son los canales de largo y corto

alcance, respectivamente. El factor〈N+|Λ〉iN también
puede ser definido analíticamente para cada momento
angular totalN .

La matriz rovibrónicaK de la ecuación 35 describe el
acoplamiento entre dos canales de largo alcanceiv+i N

+
i

y jv+j N
+
j . Cuando el electrón choca contra el centro ió-

nico, el operador de la ecuación 36 proyecta al canal de
fragmentacióniv+i N

+
i sobre una combinación de cana-

les de corto alcanceαΛRN . Después de la colisión y a
medida que el electrón vuelve a la región de largo alcan-
ce, el operador proyecta a esta combinación nuevamente
sobre canales de largo alcancejv+j N

+
j . Al comparar las

ecuaciones 35 y 36 se puede observar que la matriz de

2Una explicación detallada de los conjuntos de funciones de base
que definen a los diferentes casos de Hund se la puede encontrar en
las referencias [20] y [8].
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reacciónK es simplemente [1]:
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(37)

La funciónψRy (ecuación 28) es válida para cualquier
distanciar fuera del centro iónico. Aplicando las con-
diciones de frontera para el caso particular de estados
ligados,ψRy(BO)(r → ∞) → 0, los valores propios de
la ecuación de Schrödinger son los mismos que satisfa-
cen a:
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(38)

Los coeficientesB de la ecuación 32 pueden calcularse
para cada una de las energías rovibrónicas que satisfa-
cen a este determinante. A partir de esta información,
hay como definir a la función de onda del sistema mo-
lecularψRy(BO), la cual es responsable de los efectos
adiabáticos, e incluso, de la mayor parte de las interac-
ciones no adiabáticas. Finalmente, vale la pena recordar
que la función de onda total de la molécula incluye a
las interacciones entre todos los conjuntos infinitos de
niveles electrónicos y entre todos los canales de con-
tinuo que fueran incluidos en el problema a ser trata-
do [9, 16, 19, 1].

4 Aplicaciones de MQDT a problemas de física
molecular

La teoría de defecto cuántico de varios canales ha sido
desarrollada y utilizada mucho más allá de las intencio-
nes originales de Seaton [2] o Fano [5]. La concepción
de MQDT es tan simple que fácilmente puede ser am-
pliada para el estudio de otro tipo de problemas de ma-
yor complejidad. Podemos mencionar, entre otros: fo-
toionización [21, 19, 22], fotodisociación [23, 24], la
competencia entre predisociación y autoionización [7,
25, 26, 27, 28], e incluso una serie de procesos de co-
lisiónes disociativas que se originan a partir de una re-
combinación electrónica o de ionizaciónes [7, 29, 30,
31, 32, 33].

Ejemplos en los que el análisis MQDT ayuda a descri-
bir con éxito las características espectrales abundan en
la literatura. Pocos de ellos son mencionandos a con-
tinuación. Por ejemplo, el espectro de fotoionización
de H2 [34] ha sido impresionantemente reproducido al
convolucionarel espectro teórico obtenido usando MQDT
con el ancho de banda del láser empleado en el expe-
rimento [19]. El resultado obtenido a partir de MQDT
permite describir cuantitativamente los efectos de rota-
ción y vibración molecular y sus contribuciones a la fun-
cion de onda que describe al sistema. En otro ejemplo,

el espectro de NO, obtenido a través de absorción óptica
en doble resonancia (optical-optical-double-resonance,
OODR por sus siglas en inglés), ha sido interpretado
con la ayuda de MQDT para describir cuantitativamente
la interferencia entre las series de Rydberg con momen-
to angular orbitals y d, la magnitud del acomplamiento
entre el electrón y la rotación del núcleo, el rol de la
componente radial del momento de transición entre las
series de Rydberg y su conexión con el defecto cuánti-
co [22].

La alta densidad de estados de Rydberg a menudo con-
duce a interacciones adicionales que complican el aná-
lisis de los espectros. Es posible que muchos estados
discretos y continuos esten presentes en la misma re-
gión energética influyendo en los procesos de ioniza-
ción y disociación. Por lo tanto, los espectros atómi-
cos y moleculares observados experimentalmente pue-
den mostrar resonancias complejas en las que partici-
pan varios mecanismos de excitación y relajación que
conducen a la ionización molecular. A muchas de estas
resonancias se las tilda de intérlopes o intrusas y apare-
cen en el medio de una serie de Rydberg interfiriendo,
destructiva o constructivamente, con el proceso de au-
toionización al abrir otros canales de relajación como
fluorescencia, predisociación y recombinación electró-
nica disociativa [7, 35, 36, 37]. Estas características es-
pectrales resultan del acoplamiento entre altos estados
de Rydberg y bajos niveles electrónicos convergentes a
umbrales de ionizacion más altos [38].

La magnitud relativa del acoplamiento entre las funcio-
nes de onda discretas y continuas determina el alcance
de las perturbaciones y las variaciones en la simetría de
los picos espectrales a lo largo de las series de Ryd-
berg. Ventajosamente, MQDT puede ser extendido, sin
complicaciones, a sistemas en donde estos estados de-
generados acoplados están presentes, con capacidad pa-
ra acomodar interacciones adiabáticas y no adiabáticas,
incluyendo interacciones entre los conjuntos infinitos de
niveles y los canales de estados continuos relevantes [1].
Estas resonancias complejas o intérlopes han sido re-
producidas teóricamente para varios sistemas molecula-
res: H2 [38, 19, 34], N2 [39, 40, 41], O2 [42, 43, 44],
Na2 [45], Cs2 [46, 47, 48], CaF [49, 50] y LiF [23] co-
mo por ejemplo. Espectros de Rydberg de moléculas de
más de dos átomos han sido también exitosamente ca-
racterizados con la ayuda de MQDT, como por ejemplo:
H2O [51, 52], HCO [53], H3 [54, 55, 56, 57], NH3 [58]
y varios de sus isótopos, entre otros.

Uno de los primeros trabajos en incluir de forma simul-
tánea autoionización y predisociación en un tratamiento
MQDT es el de Giusti-Suzor y Jungen en la molécu-
la de NO [25]. La matriz de interacciones es construida
de forma global, es decir incluyendo todos los acopla-
mientos entre los diferentes canales de autoionización
y continuos de predisociación. Los resultados obtenidos
difieren de los cálculos en los que cada proceso de de-
caimiento es tratado por separado. La generalización del
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método para el caso de moléculas diatómicas fue publi-
cado por Jungen y Ross en 1997 [7]. Las condiciones de
frontera son definidas de tal manera que se pueda tratar
el movimiento de los átomos y el de los electrones de
forma conjunta y correlacionada. Esto es posible me-
diante el uso de funciones de canales propios que tienen
un desfase en común en todas las configuraciones múl-
tiples del continuo: tanto en la dirección de la dispersión
del electrónr → ∞ hacia la ionización, como en la di-
recciónR→ ∞ en la que ocurre la disociación. De esta
manera, la matriz de reacción efectivaK̄ agrupa explí-
citamente la información de todos los canales de ioni-
zación y disociación. Esta propuesta fue aplicada para
entender las observaciones experimentales en donde io-
nización y disociación de los niveles excitados del H2

(ungeradesingletes) compiten con el espectro de predi-
sociación de estadosgeradepreparados desde el nivel
B1Σ+

u , v = 0,N = 0.

En definitiva, para poder hacer cálculos MQDT se ne-
cesita: 1) superficies de energía potencial del ión junto
con las correcciones adiabáticas de la parte electróni-
ca, y 2) el defecto cuánticoµ(R), que también depende
de la energía, para cada uno de los canales incluidos
en el problema [9, 1, 19, 16, 21, 7]. Esta información
es suficiente para escribir la función de onda del sis-
tema ion-electrón. Para poder reconstruir un espectro
se necesita de los momentos dipolares electrónicos de
las transiciones utilizadas en el experimento [7]. En al-
gunos casos, la matriz con los momentos dipolares de
transición puede calcularse directamente, ser estimada
a partir de observaciones experimentales, o ser extraí-
da a partir de una regresión en la que se compare a los
cálculos MQDT con las intensidades de las característi-
cas espectrales [9].

A pesar de que a MQDT se la podría considerar como
un método empírico en vez de una teoría, es evidente
que la explotación de la sutil interacción entre las con-
diciones de frontera de las colisiones ion-electrón en el
centro iónico y la trayectoria del electrón en el infinito
permiten una descripción detallada de los orígenes de
las características observadas en los espectros de altos
estados excitados. Algunos de estos espectros, que in-
clusive monitorean el transcurso de reacciones químicas
simples, serían imposibles de entender sin la ayuda de
un análisis de MQDT. Esta teoría es una interfaz entre
espectros y cálculosab initio.
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