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Resumen

Estudiamos propiedades homoldgicas del dlgebra de endomorfismos Enda (P°°)°P, donde A es un dlgebra
de artin de dimensién global infinita, y P es la suma directa de los representantes de la clases de isomor-
fismo de los A-médulos proyectivos indescomponibles tales que P/tP tiene dimensién proyectiva infinita.

Palabras Clave. Dimensiones homoldgicas, dimension finitistica.

1 Introducciéon

Sea A un élgebra de artin y A—mod la categoria de
A—mddulos izquierdos finitamente generados. Dado un
A-médulo proyectivo p P, denotemos por P—mod la
subcategoria plena de A—mod formada por los A—mddu-
los A M que admiten presentaciones de la forma

Py B M 0

donde Py, P, son sumas de sumandos directos de P.

Sea I' = Enda(P)°P, la opuesta del dlgebra de en-
domorfismos de P. El teorema de proyectivizacién de
Auslander (ver [2, I, (2.1), (2.5), y (Ejercicio 2)] esta-
blece que las categorias P—mod y I'—mod son equiva-
lentes mediante los funtores Homy (P, —) y P ®p —:

Homy (P, —) : P—mod —_—_—~T-—mod: P ®r —.

Sin embargo, en general no hay relacién entre las di-
mensiones homoldgicas de las categorias A—mod y I’
—mod.

En este trabajo consideramos el caso particular en que
P = P°° es la suma directa un representante de ca-
da clase de isomorfismo de los A—mddulos proyecti-
vos indescomponibles P tales que el cociente de P por
su radical es un médulo simple de dimensién proyec-
tiva infinita. En particular mostramos que si M es un
A—mddulo tal que la dimensién proyectiva del I'—mo-
dulo Hom (P°°, M) es finita, entonces se tiene que la
dimensién proyectiva de M/ también lo es. Como con-
secuencia, si es que A tiene dimension global infinita,
todos los I'—mddulos simples tienen dimensién proyec-
tiva infinita.

El articulo estd estructurado de la siguiente manera: en
la seccién 2, seccion de preliminares, hacemos un bre-
ve recuento de notaciones, construcciones y resultados
necesarios para los resultados principales, que serdn ex-
puestos en la seccion 3, en donde ademds daremos al-
gunos ejemplos.

2 Preliminares

Si bien recordamos algunas nociones y notaciones, refe-
rimos al lector a [1, 2], por ejemplo, para mayores deta-
lles de dlgebra homoldgica y teoria de representaciones
de dlgebras.

En todo este trabajo A designard un dlgebra de artin,
cuyo radical de Jacobson serd t. El radical de la cate-
goria A—mod es el ideal ty = t(A—mod) de ésta ulti-
ma definido, para cada par X, Y de A—mddulos, me-
diante vA(X,Y) = {f € Homa(X,Y)| hfg no es un
isomorfismo para ningunos g € Homu (U, X), yh €
Homy (Y, U)}.

Dado un A—médulo M, su dimensién proyectiva sera
denotada por dp, M,y su top es top M = M /tM. Ade-
mds, add M denotara la subcategoria plena de A—mod
formada por los médulos que son sumas de sumandos
directos de M.

La dimension finitistica de A es:
fin dim A = sup{dp, X| X € A—mod, dp, X < oo},
y su dimension global es

dim gl A = sup{dp, X| X € A—mod}.

El siguiente resultado, bien conocido (ver por ejemplo
[1, X, 1.4]), nos sera de utilidad mas adelante.

Lema 2.1 Sise tiene una sucesion exacta corta en A—mod

0 L M N 0

Entonces:

a) dpy N < sup{dpy M,dp, L + 1}, y se da la
igualdad si'y solamente si es que dp, M # dp, L.
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b) dpa L < sup{dp, M,dp, N—1}ysedalaigual-
dad si'y solamente si es que dp, M # dp, N.

¢) dpy M < sup{dp, L,dp, N}y seda laigualdad
siy solamente si es que dpy N # dp, N + 1.

Denotaremos por S ala suma directa de los A—mddulos
simples de dimensién proyectiva infinita (uno por cada
clase de isomorfismo). De este modo, P°° es la cober-
tura proyectiva de S°.

De manera andloga, S<°° denotard a la suma directa de
los médulos simples de dimensién proyectiva finita (uno
por cada clase de isomorfismo). Ademads, definamos ap
mediante:

o dpA S<OO Si
an = { 0 si

g <o 7& 0’
S<° =0.

Finalmente el indice de M en S*°, [M : S°], es el
nimero de factores de composicién (no necesariamente
distintos) de M cuya dimensién proyectiva es infinita.
El indice [M : S<°°] se define de manera andloga. Es
inmediato entonces observar los siguientes hechos, que
usaremos libremente en adelante (ver también el Lema

2.3)):

Observacion 2.2 Dado un A—mddulo M, entonces:

a) [M : S = 0implica que dpy, M < ajy,

b) [M : 5] = 0si, y solamente si es que
Homy (P>, M) = 0.

Dada una subcategoria 7 C A—mod, diremos que un
A—moédulo M es filtrado por F si es que existe una ca-
dena finita de submdédulos de M:

0O=MyCM C---CM,=M

tales que M; /M;_ € Fparai € {1,2,...,n}.

Recordemos ahora la construccion del funtor
S : A—mod——=A—mod de [3].

En A—mod la relacién > definida por Cy > Cs siy
solamente si es que existe un epimorfismo C;—=C)
es una relacién de orden. El Lema (3.3) de [3] estable-
ce que, dado un A—mddulo M, la familia de cocien-
tes de M filtrados por S<°° admite un unico elemento
maximal, que denotamos por C(M ). Notemos que por
construccion se tiene [C(M) : S°°] = 0.

Dado que C(M) es un cociente de M, existe un epimor-
fismo pps : M——=C(M). Por definicion, S(M) es el
nucleo de pj;. Esto define S en los objetos de A—mod.
Por otro lado, para un morfismo f: M ——=N, tene-
mos que py f(M) es un cociente de M contenido en
C(N), que es filtrado por S<°°.

De este modo obtenemos la existencia de un epimorfis-
mo C(f) : C(M)—s=pn f(M),lo que, por paso al ni-
cleo proporciona un morfismo S(f) : S(M)——=S(N).

y2vs

0 S(M) M C(M) 0
LS if |
0 S(N) N —25 ¢(N) 0

El siguiente Lema ([3, 3.4]) resume algunas propieda-
des del funtor S que utilizaremos mds adelante.

Lema23 S: A—mod——=A—mod es un funtor adi-
tivo que tiene las siguientes propiedades:

a) dp, M < oo siy solamente si es que dpy S(M) <
oo,
b) Si[M : S] # 0, entonces top S(M) € add S*°,

)
¢) dpy M < sup{dp, S(M),ar},
d) S preserva los epimorfismos y los monomorfismos,
)

e) Si [M : S°°] = 0 entonces S(M) = 0.

3 Resultados

Dado My € P°°—mod, el resultado de Auslander men-
cionado en la introduccién garantiza que

P> Xr HomA(POO,MO) ~ Mo.

Si M es un A—mddulo arbitrario, esto no es cierto. Sin
embargo Hom (P°°, M) sigue siendo un I"'—mddulo,
de modo que, de nuevo gracias al resultado de Auslan-
der, debe existir un A—mdédulo M’ € P> —mod tal que

Homy (P, M) ~ Homy (P>, M’).
Consecuentemente tendremos entonces

P> @r Homp (P>*, M) =~ P> ®pr Homy (P>, M')
~ M.

En lo que sigue construiremos concretamente el médulo
M', y veremos que ademds tiene algunas propiedades
adicionales:

Proposicion 3.1 Dado un A—médulo M, existe M’ &
P> —mod, tal que

a) Homy (P>, M) ~ Homx (P>, M')

b) dpy M < oo siy solamente si es que dp, M’ <
00, ), en este caso

dpy M’ max{dp, S(M),ap}

<
< max{dpy M —1,a,}.



Demostracion: La demostracion de ) es la discusion
que precede el enunciado de la Proposicién. El enun-
ciado de b) seguird de la construccion de M’y del Le-
ma (2.1). Tenemos dos casos distintos a tratar, seglin
[M : 5] sea cero o no.

Supongamos primero que [M : S°°] = 0, es decir que
M no tiene factores de composicion de dimension pro-
yectiva infinita. En virtud de la Observacion (2.2), tene-
mos que

Homa (P, M) = 0 (1)

con lo que podemos tomar M’ = 0 y no hay nada que
demostrar.

Podemos entonces suponer que [M : S*°] # 0. Consi-
deremos la sucesion exacta corta

0—=S(M) —> M ——=C(M)—>0. (2)

Como C(M) es filtrado por S<°°, tenemos que [C(M) :
S5°°] = 0. En virtud de la exactitud de Homa (P>, —) y
la Observacion (2.2), tenemos entonces

Homa (P>, S8(M)) =~ Homp(P*,M). (3)

Ademds el Lema (2.3), parte b), da que la cobertura pro-
yectiva de S(M), que llamaremos Py, estd en add P>°.
Tenemos entonces un diagrama cuya linea y columna
son exactas:

SQAS(M)

00— QS(M) Py S(M) 0

CONS(M)

0

Sea M’ = Coker fi, j obtenido de 7 por paso a los co-
nucleos, y K = Ker j. El lema de la serpiente nos da un
diagrama conmutativo con lineas y columnas exactas:

0 0 K

oo

0—>SOUS(M) Lo Py —> A —>0

S
l

o
0—=OWS(M) ——= Py —=S(M) —0
i
0

i |

COrS(M) 0

de modo que K ~ CQAS(M).

Al aplicar el funtor Hom (P°°, —) se obtiene otro dia-
grama conmutativo de lineas exactas. El hecho que [C{2
S(M) : §°°] = 0, nos dice que:
Homa (P, K) =~ Homp (P>, ,CQAS(M))
~ 0.

Consecuentemente

Homy (P, M) =~ Homy (P>, S(M))
Homy (P, M).

12

Supongamos que [QASM : S°°] # 0. Esto implica que
top SQAS(M) € add S*°, de nuevo gracias al Lema
(2.3). Esto a su vez implica que la cobertura proyecti-
va de SQ S(M) estd en add P>°. Como también es el
caso para Py, tenemos efectivamente M’ € P°°—mod,
tal como queriamos. El Lema (2.3), parte ¢) y la suce-
sién exacta (2) dan que dp, M < oo si y solamente si
dpy S(M) < oo. Ademds, como K ~ CQ S(M), te-
nemos, gracias a la Observacién 2.2, a), que dp, K <
a. Asf, gracias el Lema (2.1), aplicado a la tercera co-
lumna del diagrama precedente, nos dice que dp, S(M) <
oo siy solo si es que dpy, M’ < co. Las desigualdades
deseadas siguen del Lema (2.1).

Si, al contrario, tenemos que [QSM : S*°] = 0 te-
nemos, por el enunciado b) de la Observacion 2.2, que
Homy (P>, QxS(M)) = 0, lo que implica que

Homy (P>, Py) =~ Homy (P>, S(M))
Homy (P, M)

12

con lo que Py es el médulo M’ que buscdbamos.

Observacion 3.2 Las sucesiones exactas en P°°—mod
no necesariamente son exactas en A—mod, incluso si
la primera es una subcategoria plena de la segunda.
Es mds, el funtor P®°®rp : '—mod——= P> —mod es
exacto, pero el funtor P*®rp : '—mod——=A—mod
no.

Proposicion 3.3 Sea M € A—mod, entonces:

a) Si Py es la cobertura proyectiva de S(M),
Hom (P°, Py) es la cobertura proyectiva
de Homy (P*>°, M) en T'—mod.

b) QFEHomp (P>, M) =~ Homy (P>, (QxS)"M).

Demostracion: a) Notemos primero que, de nuevo, si
[M,S%°] = 0, tendriamos, por la Observacién (2.2),
parte b) que Homy (P*°, M) = 0; y por el Lema (2.3),
parte ¢), S(M) = 0, con lo que no habria nada que
demostrar.
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Sin pérdida de generalidad podemos entonces suponer
que [M, S°°] # 0. Recordemos ademds que la Ecuacién
(3) nos dice que Hom (P°°, M) ~ Hom (P>, S(M)).
Sea f : P)——=&(M) la cobertura proyectiva de S(M).
Tenemos entonces una sucesion exacta corta:

g f

00— Q\S(M) Py S(M) 0
Aplicando el funtor Hom (P°°, —) obtenemos una su-

cesion exacta corta

0 —> Homa (P>, QaS(M)) —Z> Homa (P>, Py) T

L> Homy (P>, S(M))

Donde f, = Homa (P, f), y g« = Homua(P>,g).
Como vimos en la demostracién de la Proposicién (3.1),
Py, € add P, de modo que Homa (P, Py) es un
I'—modulo proyectivo. Para demostrar que Homy (P>, g)
es una cobertura proyectiva, debemos demostrar que es
un morfismo superfluo ([1, VIIIL, (2.1)]), o, de manera
equivalente, que Ker Homy (P°°, g), estd contenido en
el radical de Homy (P°°, ). Dada la exactitud de la
sucesion precedente, esto es equivalente a mostrar que
Homy (P°°, f) estd en tr.

G

%O

Supongamos que no es el caso. Dado que los I'—=mddulos
proyectivos son de la forma Homy (P>, P’) con P’ €

add P esto equivale a suponer que existe un factor di-

recto indescomponible P} de P tal que la composicién

de f con la proyeccién canénica m de P> en P

f

T

QAS(M)

Py P

induce un morfismo:

Hom (P, 7 f) : Homp (P, Py)—= Homy (P>, FY)
que no estd en tp. Como Homy (P°, P)) es proyectivo
indescomponible, tenemos que Homy (P°, 7 f) es una
retraccién con lo que todo morfismo P> ——=PF} se
factoriza por 7 f. Pero P} es factor directo de P>°, asi
que tenemos una proyeccién canénica p : P ——=P}].
Decir que ésta se factoriza por 7 f implica que 7 f no
estd en t lo que contradice el hecho que f si estd en

TA.

b) Para n 0 no hay nada que probar, y para n
1, el resultado sigue inmediatamente de la parte a) y
la sucesién (3). Para n > 2 se procede por induccién
obvia.

O

Proposicion 3.4 Sea M € A—mod. Entonces:

a) dpy M < max{n +dp, (QS)"M,apn +n—1}

b) Sies que dppr Homp (P>, M) < s < oo, entonces
dpy M < ap+s+1<oo.

(3)

Demostracion: a) Por el Lema (2.1) tenemos que

sup{dpy S(M),an}
sup{1l +dp, QSM, ap},

dpy M <
<
de modo que el enunciado es verdadero para n = 1.
Supongamos ahora que la desigualdad se cumple para
n — 1 > 1. Tenemos entonces:

dpy M < sup{n—1+dp, (QS)" 'M,ap +n —2}
< sup{n — 1 +sup{dp, S(QS)" M, an},
ap +n—2}
< sup{n+1+ap,dpy S(OS)" M +n —1}
< sup{n+1+ap1+dpy (QS)"M +n—1}

sup{dp, (S)"M + n,ap +n+ 1}

b) Supongamos que dpp Homy (P, M) < s < oo, de
modo que Q5 Homy (P>, M) = 0, asf que en virtud
de la Proposicién (3.3) tenemos que

Homy (P>, (QS)*TH(M)) = 0

lo que implica que dp, (28)*T1M < ay. Por la parte
a) tenemos entonces que

dpp M < sup{s+1+dp, (QS)*T ap +s
< sup{s+ 1+ ap,ap+1}
< ap+s+1.

Corolario 3.5 Para todo I'—mddulo simple 1S se tiene
dpF S = OQ.

Demostracion: Es claro que 1S ~ Homy (P, AS’)
para algin A—médulo simple S’ que es factor directo
de S°°, de modo que dp, S’ = oc. Por el resultado
precedente se tiene que dpp S = oo.

O

Notemos que el corolario precedente es valido solamen-

te en el caso en que P> es la suma directa de todos
los A—modulos proyectivos indescomponibles cuyo top
tiene dimension global infinita. El siguiente ejemplo mues-
tra que al dejar de lado alguno de estos proyectivos, se
puede obtener un dlgebra de dimensién global arbitra-
ria.

Ejemplo 3.6 Sean k un cuerpo, §n el ciclo orienta-
do de longitud n, I el ideal de kA,, generado por los

caminos de longitud dos y A = kz&n /1. Tenemos que
dpp S; =ocoparai € {1,...,n}.

2 J —j—1

1

AN

J

Ny
e

~—Jj+1



Si tomamos P = P, & --- & P,,_1, entonces I' =
Enda (P)°? ~ kA,,_1/J (donde J es el ideal generado
por los caminos de longitud dos) es un dlgebra triangu-
lar tal que dim gl T' = dpj- Homp (P>, S,,_1) = n—2.

Observacion 3.7 En la Proposicion (2.1) mostramos que
si es que dpp Homy (P>, M) < s, entonces dpy, M
< ap + s+ 1. En el otro sentido, si pudiésemos en-
contrar una constante [3 tal que dp, M < s implica
dpr Homa (P>, M) < s+ 3, tendriamos

findim A < 0o < findim I < co.

En efecto, supongamos que tenemos una tal constan-
te By que findimA < oo. Sea X € I'—mod con
dpp X < s. Como X = Homy (P>, M) para algiin
M € P*°—mod con dp, M < findim A, tendriamos
entonces

dpp X = dpp Homp (P, M) < findim A +

La otra implicacion se muestra de la misma manera.

Desafortunadamente, no es posible obtener una tal cons-
tante (3, como el siguiente ejemplo muestra:

Ejemplo 3.8 Sea Q el carcaj

€1
1=

ZE
A

Consideremos el ideal I =< a3y, Byder, Bydes, dea,
voeraf, eaaS >,y sea A = kQ/I. Un cdlculo directo
muestra que dp, Sa = dp, Sz = dp, Sq = dp, S5 =
00, ydpp S1 = 3, de modo que P*° = Py & Py ®
Py ® Ps, y ap = 3. Si, como antes, denotamos por 1" al
dlgebra Endp (P>°)°P, tenemos que dp, Py = 0, pero
dpp Homu (P, Py) = oc.

Terminemos determinando el A—mddulo M’ tal que

P> ®@r Homp (P>, P)) ~ M.

1
Notemos que Py = 2 . De acuerdo a la construccion
3

de la Proposicon (3.1) tenemos:

S(P)= %, mSP)= 1, ySusSr)= 1.
2

Ast, el coniicleo del morfismo ;’ *f> j es g,
5

de modo que

P> @p Homy (P, P) = 7 .

El médulo §,

su resolucion proyectiva es:

tiene dimension proyectiva 2. En efecto,

4
1 5 ? P
0 2 1 y 0
3
3 2 5
3
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