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Abstract

Testors, and particularly typical testors, have been used in feature selection and supervised
classification problems. Deterministic algorithms have usually been used to find typical
testors. Recently, a new approach based on evolutionary algorithms has been developed.
A common problem to test the behavior of both approaches is the necessity of knowing,
in advance, the number of typical testors of a given basic matrix. For an arbitrary matrix,
this number can not be known unless all typical testors have been found. Therefore, this
paper introduces, for the first time, a strategy to generate basic matrices for which the
number of typical testors is known without to find them. This method is illustrated with
some examples.

Keywords. Testor theory, algorithm for finding typical testors, fisureselection.

Resumen

Los testores, y en particular los testores típicos, han sidoutilizados en problemas de se-
lección de variable y problemas de clasificación supervisada. Comunmente se ha usado
algoritmos determinísticos para hallar testores típicos.A principios de esta decada comen-
zó a desarrollarse un nuevo enfoque basado en algoritmos evolutivos. Un problema común
para probar el comportamiento de ambos métodos es la necesidad de conocer a priori el nú-
mero de testores típicos de una matriz dada. Para una matriz arbitraria, no se puede saber
este número a menos de que se hayan encontrado todos los testores típicos. Por lo tanto,
este trabajo introduce, por primera vez, una estrategia para generar matrices básicas para
las cuales el número de testores típicos es conocido sin necesidad de aplicar un algoritmo
para encontrarlos. Este método se ilustra con algunos ejemplos.

Palabras Clave.Teoría de testores, algoritmos para el cálculo de testores típicos, selección
de variables.

Introducción

El concepto de testor típico juega un rol muy importante
en la solución de problemas de reconocimiento supervi-
sado de patrones, cuando se usa el enfoque lógico com-
binatorio [1, 2]. En una aproximación básica, un testor
es una colección de características que discriminan las
descripciones de objetos pertenecientes a diferentes cla-
ses, y es mínimo en el orden parcial determinado por la
inclusión de conjuntos. A través de las etapas de la so-
lución de un problema de reconocimiento de patrones,
los testores típicos pueden ser aplicados para satisfacer
diferentes objetivos. Por ejemplo, en problemas de se-
lección de variables [3, 4, 5] y/o para determinar los

conjuntos de apoyo en los algoritmos de precedencia
parcial [2]. La teoría de testores también ha sido apli-
cada en la minería de textos [6, 7, 8, 9].

En el enfoque lógico combinatorio, la información de
un problema de reconocimiento supervisado de patro-
nes puede ser reducida a una matriz [2]. Los testores
típicos se buscan entre todos los posibles subconjuntos
de columnas (características) de esta matriz. El cómpu-
to del conjunto de todos los testores típicos pertenece
a la clase de problemas NP. Cuando la dimensión de la
matriz es pequeña, se han estado usando algoritmos de-
terminísticos (DA) [3, 10, 11]. A principios de esta dé-
cada comenzaron a desarrollarse algoritmos evolutivos
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para tratar matrices de dimensiones mayores [12, 13].

De manera similar a otros problemas NP (TSP, clique
máximo, etc.) [14] es necesario tener un conjunto de
instancias para probar el desempeño de los diferentes
algoritmos propuestos para calcular los testores típicos.
Por otro lado, teniendo estas matrices el problema de
los testores típicos se convierte en un problema útil para
evaluar los algoritmos estocásticos de optimización.

A pesar de esto, los autores no encontraron ningún re-
porte previo sobre la construcción de matrices de prueba
para asesorar el desempeño de las estrategias de búsque-
da de testores típicos Para el problema de los testores
típicos las matrices de prueba deben ser matrices cu-
yo conjunto de testores típicos puede ser determinado
a priori. Además, deben garantizar poder probar los as-
pectos que influencian el desempeño de los algoritmos
tales como la dimensión de las matrices, longitud de los
testores típicos, cantidad de testores típicos, etc. Este ar-
tículo está organizado de la siguiente manera: primero,
introducimos formalmente el concepto de testor típico
para matrices booleanas. Luego, elaboramos resultados
teóricos que sirven de soporte para una herramienta útil
en la construcción de matrices de prueba. Finalmente,
demostramos la aplicación de esta herramienta generan-
do algunas clases de matrices de prueba.

Metodología

Los conceptos de Testor y Testor Típico.

SeaU una colección de objetos, estos objetos se des-
criben mediante un conjunto den características y es-
tán agrupados enl clases. Comparando característica
a característica de cada par de objetos perteneciente a
diferentes clases, podemos obtener una matrizM =
[mij ]l×n dondemij ∈ {0, 1} y l es el número de pa-
res.mij = 1 (0) significa que los objetos del par deno-
tado pori son similares (diferentes) en la característica
j. SeaI = {i1, . . . , ij} el conjunto de las filas deM
y J = {j1, . . . , jn} el conjunto de etiquetas de sus co-
lumnas (características). SeaT ⊆ J , M/T es la matriz
obtenida deM al eliminar todas las columnas que no
pertenecen al conjuntoT .

Definición 1.- Un conjuntoT = {jk1
, . . . , jkl

} ⊆ J
es un testor deM si no existe ninguna fila de ceros en
M/T .

Definición 2.- La característicajkr
∈ T es típica con

respecto aT y M si ∃q, q ∈ {1, . . . , l} tal queaiqjkr =
1 y paras > 1 aiqjkp = 0, ∀p, p ∈ {1, . . . , s} p 6= r.

Definición 3.- Un conjuntoT tiene la propiedad de tipi-
cidad con respecto a una matrizM si todas las caracte-
rísticas enT son típicas con respecto aT y M .

Proposición 1.- Un conjuntoT = {jk1
, . . . , jkl

} ⊆ J
tiene la propiedad de tipicidad con respecto a la matriz
M si y sólo si se puede obtener una matriz identidad en
M/T , eliminando e intercambiando algunas filas.

Definición 4.- Un conjuntoT = {jk1
, . . . , jks

} ⊆ J se
denomina testor típico deM si es un testor y tiene la
propiedad de tipicidad con respecto aM .

Seana y b dos filas deM .

Definición 5.- Decimos quea es menor queb (a < b) si
∀i ai ≤ bi y ∃j tal queaj 6= bj.

Definición 6.-a es una fila básica deM si no existe otra
fila menor quea enM .

Definición 7.- La matriz básica deM es la matrizM ′

que sólo contiene todas las filas básicas deM .

La siguiente proposición es una caracterización de la
matriz básica.

Proposición 2.-M ′ es una matriz básica si y sólo si pa-
ra dos filasa y b cualesquiera,a, b ∈ M ′ existen dos
columnasi y j tales queai = bj = 1 y aj = bi = 0.

Dada una matrizA, denotamos comoΨ∗(A) al conjunto
de todos los testores típicos deA.

Proposición 3.-Ψ∗(M) = Ψ∗(M ′).

De acuerdo con la proposición 3, para obtener el con-
juntoΨ∗ (M) es conveniente encontrar la matrizM ′ y
luego luego calcular el conjuntoΨ∗(M ′). Teniendo en
cuenta queM ′ tiene menor o igual número de filas que
M , la eficiencia de los algoritmos debe ser mayor para
M ′ que paraM . De hecho, todas las matrices de prueba
generadas en este ensayo son básicas.

Operadores de matrices y sus propiedades.

Definimos el operadorfusión simple, denotado porϕ:

ϕ : ℜp×q ×ℜp×q′ ⇒ ℜp×(q+q′), q > 0, p > 0.

Dadas dos matricesA ∈ ℜp×q y B ∈ ℜp×q′ :

ϕ (A,B) = [AB]

esto es, la matrizC = ϕ (A,B) es la matriz formada
por dos bloques:A y B.

Ejemplo 1:

Sean

A =





1 3
0 8
1 0



 y B =





1 0 0
0 5 1
1 6 1



,

C = ϕ (A,B) ,

entonces:
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C =





1 3 1 0 0
0 8 0 5 1
1 0 1 6 1





Propiedades del operadorϕ:

1.ϕ (ϕ (A,B) , C) = ϕ (A,ϕ (B,C)) = ϕ (A,B,C).

2. SeanA,B matrices booleanas. SiA oB son matrices
básicas entoncesϕ (A,B) es una matriz básica.

La primera propiedad es trivial dadas las características
del operador fusión simple. La segunda propiedad pue-
de ser demostrada con la proposición 2.

Ahora definimos el operadorfusión combinatoria, de-
notada porθ:

θ : ℜp×q ×ℜp′×q′ ⇒ ℜpp′×(q+q′)

Dadas dos matricesA = [aij ]p×q y B = [bij ]p′×q′ . La
operaciónθ se define como

θ (A,B) =












A (1, :) B (1, :)
. . . . . .

A (1, :) B (p′, :)
. . . . . .

A (p, :) B (1, :)
. . . . . .

A (p, :) B (p′, :)












Ejemplo 2:

Sean

A =





1 5
0 9
7 8



 y B =

[
1 0 3
2 3 6

]

,

C = θ (A,B) ,

entonces

C =










1 5 1 0 3
1 5 2 3 6
0 9 1 0 3
0 9 2 3 6
7 8 1 0 3
7 8 2 3 6










Propiedades del operadorθ:

1. θ (θ (A,B) , C) = θ (A, θ (B,C)) = θ (A,B,C).

2. SeanA y B matrices booleanas. SiA y B son matri-
ces básicas, entoncesθ (A,B) es una matriz básica.

Nótese que para esta operación ambas matrices deben
ser básicas.

SeaIn la matriz identidadn× n.

Propiedades deIn:

1. In es una matriz básica.

2. El número de testores típicos deIn es igual a1, es
decir que|Ψ∗ (In)| = 1.

3. Ψ∗ (In) = {JIn} dondeJIn es el conjunto de todas
las etiquetas de columnas deIn.

Una vez definidos estos operadores vamos a presentar
los resultados principales de este artículo. Estos resulta-
dos constituyen el marco teórico que usamos para desa-
rrollar las estrategias para construir las matrices de prue-
ba.

Resultados y Discusión

Resultados teóricos en la determinación deΨ∗

SeaQ la fusión simple deN (N > 1) matricesB ∈

ℜ.p×q, es decir,Q = ϕ



B . . .B
︸ ︷︷ ︸

N



. SeaΨ∗ (B) =

{T1, . . . , Tν}.

Teorema 1.-|Ψ∗ (Q)| = N |T1| + . . .+N |Tν |

Demostración:

SeaJB = {j1, . . . , jq} el conjunto de todas las colum-
nas deB, entonces:

JQ = {j1, . . . , jq, jq+1, . . . , j2q,

. . . , j(N−1)q+1, j(N−1)q+2, . . . , jNq}

El conjuntoJQ se puede particionar enq clases

J1
Q =

{
j1, jq+1, . . . , j(N−1)q+1

}
,

J2
Q =

{
j2, jq+2, . . . , j(N−1)q+2

}
, . . . ,

J
q
Q = {jq, j2q . . . , jNq} .

Todas las columnas en la misma claseJk
Q son idén-

ticas y
∣
∣Jk

Q

∣
∣ = N , ∀k ∈ {1, . . . , q}. Por otro lado,

considerando la manera en que se construyóQ se tie-
ne Ψ∗ (B) ⊂ Ψ∗ (Q). Ahora generamos el conjunto
G (Ψ∗ (B)). G (Ψ∗ (B)) contieneΨ∗ (B) y cualquier
conjunto de etiquetasT ′ obtenida de la sustitución de
una columna de cualquierTi, i = 1, . . . , ν por cual-
quier columna en su misma clase. Teniendo en cuenta
la definición de testor típico,T ′ es un testor típico de
Q, por lo tantoG (Ψ∗ (B)) ⊆ Ψ∗ (Q). HayN candi-
datos para seleccionar cada una de las|Ti| columnas de
Ti,entonces|G (Ψ∗ (B))| = N |T1| + . . .+N |Tν |.

Ahora pasamos a demostrar queΨ∗ (Q) ⊆ G (Ψ∗ (B)).
Supongamos que existe un conjuntoT ′ tal queT ′ ∈
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Ψ∗ (Q) y T ′ 6∈ G (Ψ∗ (B)). El conjuntoT ′ no puede
contener dos columnas de la misma clase puesto que
la propiedad de tipicidad deT ′ no sería satisfecha. En-
tonces todas las columnas deT ′ son de distintas cla-
ses. Para cada columna deT ′ consideremos el miem-
bro de su clase que pertenece aB. LlamamosT ′

B a es-
te conjunto. SiT ′

B es un testor típico deB, entonces
T ′ ∈ G (Ψ∗ (B)) lo que contradice nuestra suposición.
Por otro lado, siT ′

B no es un testor típico deB enton-
cesT ′

B no es un testor típico deQ. Teniendo en cuen-
ta queQ/T ′ = Q/T ′

B
, T ′ no es un testor típico deQ

por definición, lo cual también contradice nuestra su-
posición. EntoncesΨ∗ (Q) ⊆ G (Ψ∗ (B)). Por lo tanto
Ψ∗ (Q) = G (Ψ∗ (B)) y |Ψ∗ (Q)| = |G (Ψ∗ (B))| =
N |T1| + . . .+N |Tν |. Fin de la demostración.

Ejemplo 3:

Sean

B =





1 0 0
0 1 0
0 0 1



 y

Q = ϕ (B,B,B)

=





1 0 0 1 0 0 1 0 0
0 1 0 0 1 0 0 1 0
0 0 1 0 0 1 0 0 1



 .

Entonces
Ψ∗(Q) = 27.

SeanA1, . . . , Am m matrices tales queAi = Ini
∀i ∈

{1, . . . ,m}. SeanJA1
, . . . , JAm

el conjunto de todas
las columnas de estas matrices y

{
JAi

∩ JAj

}
= ∅

∀i, j ∈ {1, . . . ,m}, i 6= j.

SeaA la matriz obtenida al aplicar el operador fusión
combinatoria a las matricesAi, es decir:

A = θ(A1, . . . , Am).

Teorema 2.-Ψ∗(A) = {Ψ∗(A1), . . . ,Ψ∗(Am)} = {JA1
,

. . . , JAm
}

Demostración:

Dada la forma en que se construyó la matrizA, esta ma-
triz se puede separar enm submatrices: La submatriz
A+

1 que contiene las primerasn1 columnas deA, la ma-
triz A+

2 que contiene las siguientesn2 columnas deA y
así hasta la submatrizA+

m que contiene las últimasnm

columnas deA. Se puede ver queA+
i solo incluye filas

deAi ∀i ∈ {1, . . . ,m}.

SeaJA, JA+

1

, . . . , JA+
m

el conjunto de columnas yIA,
IA+

1

, . . . , IA+
m

el conjunto de filas de las matricesA,

A+
1 , . . ., A+

m respectivamente. Ahora demostremos que:

1) JA, JA+

1

, . . . , JA+
m
∈ Ψ∗(A)

2)Ψ∗(A) \
{

JA, JA+

1

, . . . , JA+
m

}

= ∅.

Teniendo en cuenta que∀i, i = 1, . . . ,m, IA+

i
= IAi

;
la submatriz deA determinada por las columnas deJA+

i

no contiene filas de ceros y cada etiqueta de columna
deJA+

i
cumple con la propiedad de tipicidad, entonces

JA+

i
∈ Ψ∗(A). La condición 1) está demostrada, pasa-

mos a demostrar la condición 2).

Supóngase que existe un conjuntoT ∈ Ψ∗(A) y T 6=
JA+

i
, i = {1, . . . ,m}. Considerando las propiedades de

los testores típicos;∀i, JA+

i
 T , por lo tanto∀i ∃ji ∈

A+
i tal queji 6∈ T . Tomamos la filasm dondesm =

(sm−1 − 1)nm + jm y s1 = j1. Teniendo en cuenta las
características del operador fusión combinatoria, la fila
sm deA tiene un1 en cada columnaji y ceros en el res-
to de columnas, incluídas las columnas deT . Esto sig-
nifica que existe una fila de ceros enA/T , por lo queT
no es un testor. La suposición de que existeT ∈ Ψ∗(A)
es falsa. Fin de la demostración.

Ejemplo 4:

A1 =

[
1 0
0 1

]

,

Ψ∗(A1) = {x1, x2},

A2 =





1 0 0
0 1 0
0 0 1



 ,

Ψ∗(A2) = {x3, x4, x5}

SeaA = θ(A1, A2) =










1 0 1 0 0
1 0 0 1 0
1 0 0 0 1
0 1 1 0 0
0 1 0 1 0
0 1 0 0 1










,

Ψ∗(A) = {{x1, x2} , {x3, x4, x5}}.

Corolario 1.-|Ψ∗(A)| = m.

Corolario 2.-

∣
∣
∣
∣
∣
∣

Ψ∗



ϕ



A . . . A
︸ ︷︷ ︸

N









∣
∣
∣
∣
∣
∣

= Nn1 + . . . +

Nnm .

Hemos terminado la presentación de un conjunto de re-
sultados teóricos que son simples en su formulación.
Aún así, constituyen una herramienta flexible y pode-
rosa para la construcción de matrices de prueba.

Ejemplos de generación de matrices de prueba.En
esta sección se presentan algunas recetas para usar los
resultados previos en la evaluación de los algoritmos de
búsqueda de testores típicos. Cada receta muestra cómo
evaluar una característica específica de las matrices que
puede influenciar en el desempeño de los algoritmos.
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Estas matrices tienen pocos testores típicos que pueden
ser determinados fácilmente.

Matrices con la misma dimensión y diferente número de
testores típicos.

Supóngase que es necesario estudiar el desempeño de
los algoritmos cuando el número de testores típicos au-
menta. Para analizar la situación, se generan dos matri-
ces de la misma dimensión con una diferencia grande
en el número total de testores típicos de cada una. Las
matricesQ1 y Q2 se generan cumpliendo las siguientes
condiciones:

1.-dim (Q1) = dim (Q2).

2.- |Ψ∗ (Q1)| 6= |Ψ∗ (Q2)|

Dadas estas dos condiciones, proponemos un procedi-
miento para crear estas matricesQ1 y Q2. Empezando
por dos matrices simplesB1 y B2 con la misma dimen-
sión y distinto número de testores típicos, aplicamos el
operadorϕ a cada matrizN veces, obteniendoQ1 y Q2.

Ilustramos con el siguiente ejemplo:

B1 se toma comoI4 y B2 = θ(I2, I2), entonces:

Q1 = ϕ



B1 . . . B1
︸ ︷︷ ︸

N



 y Q2 = ϕ



B2 . . . B2
︸ ︷︷ ︸

N



.

Nótese que:

dim(Q1) = dimQ2 = 4× 4N

Ψ∗(Q1) = N4 y Ψ∗(Q2) = 2N2

Matrices con diferente dimensión y mismo número de
testores típicos.

En este caso el objetivo es estudiar el desempeño de los
algoritmos cuando el número de testores típicos a en-
contrar es el mismo, pero las matrices tienen diferente
dimensión.

Dos matricesQ1 y Q2 se generan cumpliendo las si-
guientes condiciones:

1.-dim (Q1) 6= dim (Q2).

2.- |Ψ∗ (Q1)| = |Ψ∗ (Q2)|

De manera similar al ejemplo anterior, el procedimiento
empieza con dos matrices simples: las matrices identi-
dadIn1

eIn2
. El operadorϕ se aplica a ambas matrices

N1 y N2 veces respectivamente, obteniendoQ1 y Q2.

Para satisfacer ambas condiciones es necesario quen1 6=
n2 y Nn1

1 = Nn2

2 (Corolario 2).

Por ejemplo, podemos escoger los siguientes paráme-
tros:n1 = 2, N1 = 9, n2 = 4, N2 = 3.

Matrices con dimensión alta y pocos testores típicos.

Estas matrices son importantes para estudiar la sensi-
bilidad de los algoritmos en problemas con pocas so-
luciones (testores típicos) y un espacio de búsqueda de

dimensión alta. Pueden ser formadas aplicando el opera-
dor fusión combinatoria a un conjunto de matrices iden-
tidad de dimensión relativamente alta: seaQ = θ(In1

,
. . . , In2

), entocesdim(Q) = (n1 . . . nm)× (n1 . . . nm)
y |Ψ∗(Q)| = m.

Conclusiones

En este trabajo se ha desarrollado un método general pa-
ra crear matrices de prueba para evaluar el desempeño
de estrategias de búsqueda de testores típicos. El méto-
do propuesto está basado en resultados teóricos que son
simples en su formulación. A pesar de esto, estos resul-
tados son una base sólida para obtener diferentes instan-
cias que nos permiten probar varios casos del problema
de búsqueda de testores típicos.

Hemos presentado algunos ejemplos que ilustran cómo
generar la instancia necesaria para probar la influencia
de una característica particular en el algoritmo de bús-
queda de testores típicos.

Teniendo en cuenta que hemos introducido una herra-
mienta general y flexible para la construcción de matri-
ces de prueba, esperamos que este trabajo permita con-
vertir al problema del testor típico en un punto de refe-
rencia para la evaluación de algoritmos de optimización
estocásticos.
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