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Abstract

The behaviour of a massive complex Klein-Gordon scalar field in a Schwarzschild back-
ground is analized using tortoise coordinates. Using these coordinates we obtain an expres-
sion for the action in terms of an effective potential and a radial wave function. From the
action we get the corresponding wave equation and obtain some solutions of that equation
for a mode of frequencyω. Additionally, we study the effective potential in terms of the
radial distancer and the quantum numberl. Finally, we estimate the energy that we need
to traverse the potential barrier for some values ofl.

Keywords. Complex scalar field, Klein-Gordon, general relativity, Schwarzschild.

Resumen

El comportamiento de un campo escalar complejo masivo de Klein-Gordon inmerso en
un background de Schwarzschild es analizado utilizando coordenadas de tortuga. Usando
dichas coordenadas obtenemos una expresión para la acción en términos de un potencial
efectivo y una función de onda radial. A partir de dicha acción deducimos la ecuación de
onda correspondiente y calculamos algunas soluciones de la mencionada ecuación para un
modo de frecuenciaω. Adicionalmente, se estudia el comportamiento del potencial efectivo
en función de la distancia radialr y el número cuánticol. Finalmente, evaluamos la energía
necesaria para atravesar la barrera de potencial para algunos valores del.

Palabras Clave.Campo escalar complejo, Klein-Gordon, relatividad general, Schwarzs-
child.

Introducción

Para laformulación de la Teoría General de la Relati-
vidad (TGR), Einstein se basó en el principio de equi-
valencia entre la masa inercial y la masa gravitacional.
Einstein se dio cuenta de que esta equivalencia sólo po-
día mantenerse si existía una conexión entre la fuerza
gravitatoria y la geometría del espacio. La genealidad de
Einstein fue suponer que el espacio-tiempo localmente
no es plano, sino que está curvado debido a la distri-
bución de materia y energía en él presente. En la TGR
el espacio y el tiempo constituyen una estructura geo-
métrica curvada en forma continua. La gravedad es una
distorsión de la curvatura del espacio-tiempo.
La TGR se resume en 14 ecuaciones [1–6]. Las ecua-
ciones de campo de Einstein (que representan en total
10 ecuaciones escritas en forma tensorial)

Rµν − 1

2
Rgµν − λgµν =

8πG

c4
Tµν (1)

y la ecuación de las geodésicas (cuatro ecuaciones)

d2xµ

ds2
+ Γµ

ρσ

(

dxρ

ds

)(

dxσ

ds

)

= 0 (2)

En (1)R = gαβRαβ es el escalar de Ricci. ARµν se le
denomina Tensor de Ricci, el cual se define a partir del
Tensor de Riemann-Christoffel

(

Rµ
νρσ

)

que determina
la curvatura del espacio-tiempo:Rµν = Rα

µαν donde

Rµ
νρσ =

∂

∂xρ
(Γµ

νσ)−
∂

∂xσ

(

Γµ
νρ

)

+Γµ
αρΓ

α
νσ − Γα

νρΓ
µ
ασ (3)

gµν es el tensor métrico; este determina las propiedades
métricas del espacio-tiempo.Tµν es el tensor energía-
cantidad de movimiento.G es la constante de gravita-
ción universal,c es la velocidad de la luz yλ es la cons-
tante cosmológica introducida por Einstein en 1917. En
la ecuación (2)s representa el arco de curva yΓµ

ρσ son
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los símbolos de Christoffel de segunda especie

Γµ
ρσ ≡ 1

2
gµα

(

∂gρα

∂xσ
+
∂gσα

∂xρ
− ∂gρσ

∂xα

)

(4)

xµ es el cuadrivector posición de la partícula. Las letras
griegas como:µ, ν, ρ, etc. toman los valores 0,1,2 y 3.Si
hacemosλ = 0 en la ecuación (1), tenemos

Gµν ≡ Rµν − 1

2
Rgµν =

8πG

c4
Tµν (5)

A Gµν se le denomina Tensor de Einstein. Escrita en es-
ta forma la última ecuación nos dice que la curvatura de
una región del espacio-tiempo está determinada por la
distribución de masa y energía que existe en la misma.A
partir de las ecuaciones de campo, se puede determinar
la métrica del espacio-tiempo para una distribución da-
da de materia o energía (el tensor métrico describe la
desviación del teorema de Pitágoras en un espacio cur-
vo). Para una distribución de masa con simetría esférica
la métrica correspondiente es la de Schwarzschild.
En Mecánica Cuántica Relativista, la ecuación de Klein-
Gordon [7–9]

(

∂µ∂
µ +m′2)φ = 0 (6)

dondem′ = m0c
~

describe un campo escalar real de
espín cero con masam0 (~ es la constante de Planck
reducida) en un espacio-tiempo plano. Dicha ecuación
se puede derivar del Lagrangiano

L =
1

2
(∂µφ) (∂

µφ)− 1

2
m′2φ2 (7)

En el caso de un campo escalar complejo y masivo en
un espacio-tiempo plano el Lagrangiano es

L = (∂µχ) (∂
µχ∗)−m′2χ∗χ (8)

donde

χ =
1√
2
(χ1 + iχ2) (9)

χ∗ =
1√
2
(χ1 − iχ2) (10)

de manera que las ecuaciones de Euler-Lagrange con-
ducen a las ecuaciones de Klein-Gordon

(

∂µ∂
µ +m′2)χ = 0 (11)

y
(

∂µ∂
µ +m′2)χ∗ = 0 (12)

En la referencia [10] se analiza de manera elemental
el comportamiento de un campo escalar real de Klein
Gordon desprovisto de masa en un background de Sch-
warzschild usando coordenadas de tortuga ( tortoise coor-
dinates). En el presente artículo generalizamos dicho es-
tudio para el caso de un campo escalar complejo masi-
vo en dicho background. En primer lugar procederemos
a calcular la expresión de la acción (usando coordena-
das de tortuga) en términos del potencial efectivo, y a

partir de la misma deduciremos la ecuación de onda co-
rrespondiente. Posteriormente analizaremos algunas so-
luciones de dicha ecuación y calcularemos los puntos
críticos del potencial efectivo. Finalmente evaluaremos
la energía que es necesaria para atravesar la barrera de
potencial para algunos valores del número cuánticol
cerca del horizonte de sucesos dado por la fórmula de
Schwarzschildrs = 2GM

c2
.

Métrica (Coordenadas de tortuga)

Consideremos la métrica de Schwarzschild [2, 3]:

(ds)2 = c2(dτ)2 = γc2(dt)2 − γ−1(dr)2

−r2(dθ)2 − r2 sin2 θ(dφ)2 (13)

dondeds representa el intervalo invariante,c es la velo-
cidad de la luz,r, θ y ϕ son las coordenadas esféricas
de un punto en el espacio,τ es el tiempo propio (el in-
tervalo de tiempo medido en un sistema de referencia
donde el reloj está en reposo) yt es el tiempo coorde-
nado medido por un observador remoto en reposo en di-
cho punto.γ = 1− 2GM

rc2
, dondeM representa la masa

que genera el campo gravitacional yG es la constan-
te de gravitación universal. Al introducir la coordenada
radial

r∗ = r +
2GM

c2
ln

(

r − 2GM
c2

2GM
c2

)

, (14)

vemos que cuando nos aproximamos al horizonte de su-
cesos del agujero negro definido por el radio de Sch-
warzschildr → rs = 2GM

c2
, dicha coordenada radial

se corre hacia−∞. El sistema coordenado resultante
r∗, θ, ϕ cubre entonces únicamente la regionr > 2GM

c2
.

A la coordenada radialr∗ se le denomina coordenada
de tortuga (tortoise coordinate).
Diferenciando la ecuación (14) obtenemosdr∗ = dr

γ
y

por lo tanto podemos escribir

(dr)
2

γ
= γ (dr∗)2 (15)

de manera que la métrica (13) se puede expresar como:

(ds)2 = c2(dτ)2 = γ
[

c2(dt)2 − (dr∗)2
]

−r2 (dΩ)2 (16)

donde (dΩ)
2
= (dθ)2 + sin2 θ(dϕ)2

La parte radial y temporal de la métrica (para valores
fijos deθ y ϕ) tiene ahora una forma simple denominada
“métrica conformalmente plana” [10].
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Acción

Consideremos un campo escalar complejo masivo (li-
bre) de Klein Gordon (χ) inmerso en un background de
Schwarzschild. La acción paraχ es

S =

∫

d4x
√−g

(

gµν∂µχ
∗∂νχ−m′2χ∗χ

)

(17)

dondem′ = m0c
~

(m0 es la masa del campo escalar
complejo y~ es la constante de Planck reducida). Los
índicesµ, ν pueden tomar los valores0, 1, 2 y 3; d4x =
dx0dx1dx2dx3 (x0 = ct, x1 = r, x2 = θ y x3 = φ).

(gµν) =









γ−1 0 0 0
0 −γ 0 0
0 0 −r−2 0

0 0 0 −
(

r2 sin2 θ
)−1









El tensor covariante correspondiente es

(gµν) =









γ 0 0 0
0 −γ−1 0 0
0 0 −r2 0
0 0 0 −r2 sin2 θ









por otro lado,

g = det(gµν) = −r4 sin2 θ (18)

de manera que
√−g = r2sinθ. Usando la regla de la

cadena tenemos∂χ
∂r

=
(

∂χ
∂r∗

)(

dr∗

dr

)

= 1
γ

(

∂χ
∂r∗

)

y ya

quedr = γdr∗ la acciónS se puede escribir

S =

∫

c dt dr∗ dθ dϕ γ r2 sin θ









(

1
c2

∣

∣

∣

∂χ
∂t

∣

∣

∣

2

−
∣

∣

∣

∂χ
∂r∗

∣

∣

∣

2
)

γ
− 1

r2

∣

∣

∣

∣

∂χ

∂θ

∣

∣

∣

∣

2

− 1

r2 sin2 θ

∣

∣

∣

∣

∂χ

∂ϕ

∣

∣

∣

∣

2

−m′2 |χ|2
)

(19)

Haciendo el cambio de variable:ψ = rχ, tenemos que

∂χ

∂t
=

1

r

∂ψ

∂t

∂χ

∂r∗
=

γ

r2

(

r

γ

∂ψ

∂r∗
− ψ

)

∂χ

∂θ
=

1

r

∂ψ

∂θ

∂χ

∂ϕ
=

1

r

∂ψ

∂ϕ

adicionalmente, ya qued ln r
dr∗

= γ
r
, la ecuación (19) se

puede escribir:

S =

∫

c dt dr∗ dθ dϕ

(

sin θ

(

1

c2

∣

∣

∣

∣

∂ψ

∂t

∣

∣

∣

∣

2

−
∣

∣

∣

∣

∂ψ

∂r∗
− d lnr

dr∗
ψ

∣

∣

∣

∣

2
)

−γm′2 sin θ |ψ|2 −

− γ

r2

(

sin θ

∣

∣

∣

∣

∂ψ

∂θ

∣

∣

∣

∣

2

+
1

sin θ

∣

∣

∣

∣

∂ψ

∂ϕ

∣

∣

∣

∣

2
))

(20)

que también se puede escribir

S =

∫

c dt dr∗ dθ dϕ

(

sin θ

(

1

c2

∣

∣

∣

∣

∂ψ

∂t

∣

∣

∣

∣

2

−
∣

∣

∣

∣

∂ψ

∂r∗

∣

∣

∣

∣

2

+ 2Re

(

ψ
∂ψ∗

∂r∗

)

d ln r

dr∗

−
(

d ln r

dr∗

)2

|ψ|2
)

− γm′2 sin θ |ψ|2

− γ

r2

(

sin θ

∣

∣

∣

∣

∂ψ

∂θ

∣

∣

∣

∣

2

+
1

sin θ

∣

∣

∣

∣

∂ψ

∂ϕ

∣

∣

∣

∣

2
))

(21)

Utilizando integración por partes tenemos que

∫

dr∗Re

(

ψ
∂ψ∗

∂r∗

)(

d ln r

dr∗

)

=

(∫

dr∗Re

(

ψ
∂ψ∗

∂r∗

))(

d ln r

dr∗

)

−
∫

dr∗
(∫

dr∗Re

(

ψ
∂ψ∗

∂r∗

))

d

dr∗

(

d ln r

dr∗

)

(22)

también es facil demostrar (usando asimismo integra-
ción por partes) que

∫

dr∗Re

(

ψ
∂ψ∗

∂r∗

)

=
1

2
|ψ|2 (23)

Introduciendo la última integral en (22) tenemos:

∫

dr∗Re

(

ψ
∂ψ∗

∂r∗

)(

d ln r

dr∗

)

=

−1

2

∫

dr∗ |ψ|2 d

dr∗

(

d ln r

dr∗

)

+
1

2
|ψ|2

(

d ln r

dr∗

)

(24)

donde el segundo término del lado derecho de la integral
(24) está evaluado en el borde de la región en considera-
ción y es por lo tanto igual a cero. Por lo tanto la acción
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(21) se puede escribir:

S =

∫

c dt dr∗ dθ dϕ

(

sin θ

(

1

c2

∣

∣

∣

∣

∂ψ

∂t

∣

∣

∣

∣

2

−
∣

∣

∣

∣

∂ψ

∂r∗

∣

∣

∣

∣

2

− |ψ|2 d

dr∗

(

d ln r

dr∗

)

−
(

d ln r

dr∗

)2

|ψ|2
)

− γm′2 sin θ |ψ|2

− γ

r2

(

sin θ

∣

∣

∣

∣

∂ψ

∂θ

∣

∣

∣

∣

2

+
1

sin θ

∣

∣

∣

∣

∂ψ

∂ϕ

∣

∣

∣

∣

2
))

(25)

Busquemos una solución en variables separables para la
ecuación (25) de la forma [11, 12]

ψ =
∑

l1,m1

Rl1m1
(t, r∗)Yl1m1

(θ, ϕ) (26)

dondeRl1m1
es una función que depende exclusiva-

mente det y r∗,Yl1m1
son los armónicos esféricos (l1 =

0, 1, .......∞ y −l1 ≤ m1 ≤ l1). Ahora

∣

∣

∣

∣

∂ψ

∂t

∣

∣

∣

∣

2

=





∑

l1,m1

∂R∗
l1m1

(t, r∗)

∂t
Y ∗
l1m1

(θ, ϕ)





×





∑

l2,m2

∂Rl2m2
(t, r∗)

∂t
Yl2m2

(θ, ϕ)



 (27)

Usando la propiedad de normalización de los armónicos
esféricos [11, 12]:
∫ π

0

∫ 2π

0

sin θ dθ dφ Y ∗
l1m1

(θ, ϕ)Yl2m2
(θ, ϕ) =

δl1l2δm1m2
(28)

dondeδl1l2 y δm1m2
son los delta de Kronecker, tene-

mos que
∫ π

0

∫ 2π

0

sin θ dθ dφ

∣

∣

∣

∣

∂ψ

∂t

∣

∣

∣

∣

2

=
∑

l1,m1

∑

l2,m2

∂R∗
l1m1

∂t

×∂Rl2m2

∂t
δl1l2δm1m2

=
∑

l,m

∣

∣

∣

∣

∂Rlm

∂t

∣

∣

∣

∣

2

(29)

dondel = l1 = l2 ,m = m1 = m2. Similarmente,
∫ π

0

∫ 2π

0

sin θ dθ dφ

∣

∣

∣

∣

∂ψ

∂r∗

∣

∣

∣

∣

2

=
∑

l,m

∣

∣

∣

∣

∂Rlm

∂r∗

∣

∣

∣

∣

2

, (30)

y,
∫ π

0

∫ 2π

0

sin θ dθ dφ |ψ|2 =
∑

l,m

|Rlm|2 . (31)

adicionalmente,

∂ψ

∂θ
=
∑

l1,m1

Rl1m1
(t, r∗)

× d

dθ
(Pl1,m1

(cos θ))
1√
2π
eim1ϕ, (32)

∂ψ

∂ϕ
=
∑

l1,m1

Rl1m1
(t, r∗)

× (Pl1,m1
(cos θ))

1√
2π
im1 e

im1ϕ (33)

donde losPl1,m1
(cos θ) son los polinomios asociados

de Legendre normalizados. Usando
∫ 2π

0

ei (m2−m1)ϕdϕ = 2πδm1m2
(34)

resulta que
∫ π

0

∫ 2π

0

sin θ dθ dφ

∣

∣

∣

∣

∂ψ

∂θ

∣

∣

∣

∣

2

=

∑

l1,l2,m1

R∗
l1m1

(t, r∗)Rl2m1
(t, r∗)

∫ π

0

sin θ

d

dθ
(Pl1,m1

(cos θ))
d

dθ
(Pl2,m1

(cos θ)) dθ (35)

Utilizando la fórmula de integración por partes tene-
mos:

∫ π

0

sin θ
d

dθ
(Pl1,m1

(cos θ))

× d

dθ
(Pl2,m1

(cos θ)) dθ = −
∫ π

0

Pl1,m1
(cos θ)

× d

dθ

(

sin θ
d

dθ
(Pl2,m1

(cos θ))

)

dθ (36)

Introduciendo la ecuación (36) en la expresión (35) y
empleando la ecuación diferencial de los polinomios aso-
ciados de Legendre [11]:

d

dθ

(

sin θ
d

dθ
(Pl,m (cos θ))

)

=

(

m2

sin θ
− l (l + 1) sin θ

)

Pl,m (cos θ) (37)

tenemos que:

∫ π

0

∫ 2π

0

sin θ dθ dφ

∣

∣

∣

∣

∂ψ

∂θ

∣

∣

∣

∣

2

=

−
∑

l1,l2,m1

R∗
l1m1

(t, r∗)Rl2m1
(t, r∗)

×
∫ π

0

dθ Pl1,m1
(cos θ)Pl2m1

(cos θ)

×
(

m2
1

sin θ
− l2 (l2 + 1) sin θ

)

(38)

Similarmente
∫ π

0

∫ 2π

0

1

sin θ
dθ dφ

∣

∣

∣

∣

∂ψ

∂ϕ

∣

∣

∣

∣

2

=

∑

l1,l2,m1

R∗
l1m1

(t, r∗)Rl2m1
(t, r∗)

×
∫ π

0

dθ

(

m2
1

sin θ

)

Pl1,m1
(cos θ)Pl2m1

(cos θ) (39)
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Los polinomios asociados de Legendre normalizados sa-
tisfacen la relación [11]
∫ π

0

sin θ Pl1,m1
(cos θ) Pl2,m1

(cos θ) dθ = δl1l2 (40)

de manera que si sumamos las ecuaciones (38) y (39)
,utilizando la expresión (40) tenemos que:

∫ π

0

∫ 2π

0

dθ dφ

(

sin θ

∣

∣

∣

∣

∂ψ

∂θ

∣

∣

∣

∣

2

+
1

sin θ

∣

∣

∣

∣

∂ψ

∂ϕ

∣

∣

∣

∣

2
)

=
∑

l,m

|Rl,m|2 l (l + 1) , (41)

dondel1 = l y m1 = m. Introduciendo las integrales
(29,30, 31, 41) en la ecuación (25) tenemos:

S =

∫

c dt dr∗
∑

l,m

(

1

c2

∣

∣

∣

∣

∂Rl,m

∂t

∣

∣

∣

∣

2

−
∣

∣

∣

∣

∂Rl,m

∂r∗

∣

∣

∣

∣

2

− |Rl,m|2
(

d

dr∗

(

d ln r

dr∗

)

+

(

d ln r

dr∗

)2
)

−γ
(

1

r2
l (l + 1) +m′2

)

|Rl,m|2
)

(42)

Por otro lado
(

d ln r

dr∗

)2

=
1

r2

(

1− 2 GM

rc2

)2

(43)

y

d

dr∗

(

d ln r

dr∗

)

=
1

r2

×
(

4 GM

rc2
− 1

)(

1− 2 GM

rc2

)

. (44)

Con estas derivadas, la ecuación (42) se puede escribir:

S =

∫

c dt dr∗
∑

l,m

(

1

c2

∣

∣

∣

∣

∂Rl,m

∂t

∣

∣

∣

∣

2

−
∣

∣

∣

∣

∂Rl,m

∂r∗

∣

∣

∣

∣

2

−V l
ef (r

∗) |Rl,m|2
)

(45)

donde el potencial efectivoV l
ef (r

∗) está definido por:

V l
ef (r

∗) =

(

1− 2 GM

rc2

)

×
(

2 GM

r3c2
+
l (l + 1)

r2
+m′2

)

(46)

Fácilmente podemos ver que sir = 2GM
c2

entonces
V l
ef (r

∗) = 0.

Ecuación de onda

A partir de la acción dada por la expresión (45) pode-
mos escribir la ecuación de Euler-Lagrange [13] corres-
pondiente a la parte radial del campo escalar complejo

masivoχ

∂L

∂R∗
l,m

− ∂µ





∂L

∂
(

∂µR
∗
l,m

)



 = 0 (47)

dondeL está dado por

L =
1

c2

∣

∣

∣

∣

∂Rl,m

∂t

∣

∣

∣

∣

2

−
∣

∣

∣

∣

∂Rl,m

∂r∗

∣

∣

∣

∣

2

−V l
ef (r

∗) |Rl,m|2 . (48)

En forma desarrollada la ecuación (47) es:

∂L

∂R∗
l,m

− 1

c

∂

∂t





∂L

∂
(

1
c

∂R∗

l,m

∂t

)



−

− ∂

∂r





∂L

∂
(

∂R∗

l,m

∂r

)



 = 0 (49)

que se reduce empleando la ecuación (14) a:

1

c2
∂2Rl,m

∂t2
=
∂2Rl,m

∂r∗2
− V l

ef (r
∗)Rl,m, (50)

que es la ecuación de onda correspondiente a la parte
radial del campo escalar complejo masivoχ.

Potencial efectivo

Para hallar los puntos críticos en el potencial efectivo
tenemos que calcular la derivada de la funciónV l

ef con
respecto ar, el resultado es la ecuación de tercer grado:

r3 − 2b

am′2 r
2 +

3 (b− 1)

m′2 r +
4a

m′2 = 0 (51)

dondea = 2GM
c2

y b = l (l + 1). Notemos quea, b > 0.
Las raices de esta ecuación son [14, 15]

r1 = S + T − 1

3
a1 (52)

r2 = −1

2
(S + T )− 1

3
a1 +

1

2
i
√
3 (S − T ) (53)

r3 = −1

2
(S + T )− 1

3
a1 −

1

2
i
√
3 (S − T ) (54)

dondeS ≡
(

R+D
1

2

)
1

3

; T ≡
(

R −D
1

2

)
1

3

; D ≡
Q3 +R2 y a1 = − 2b

am′2 , con

Q =
9a2m′2 (b− 1)− 4b2

9a2m′4 (55)

y

R =
−54b (b− 1) a2m′2 − 108a4m′4 + 16b3

54a3m′6 . (56)
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Introduciendo los valores deQ y R enD ≡ Q3 + R2

obtenemos:

D =
1

2916a2m′8

(

2916a2m′2 (b − 1) (b + 1)
2

−b2
(

972b2 + 1512b+ 972
)

+ 11664a4m′4) (57)

Dependiendo de los valores deD, las raíces de la ecua-
ción de tercer grado (51) pueden ser reales o complejas.
Asi:
i) Si D > 0 r1 es real yr2, r3 son complejas conjuga-
das.
ii) Si D = 0 r1, r2 y r3 son reales y adicionalmente
r2 = r3.
iii) Si D < 0 r1, r2 y r3 son reales y distintas.
Por supuesto a nosotros solo nos interesan las raíces
reales. Por cierto, en el casoD < 0 las raíces son:

r1 = 2 (−Q)
1

2 cos

(

θ

3

)

− 1

3
a1 (58)

r2 = 2 (−Q)
1

2 cos

(

θ

3
+

2π

3

)

− 1

3
a1 (59)

r3 = 2 (−Q)
1

2 cos

(

θ

3
+

4π

3

)

− 1

3
a1 (60)

dondecos θ = − R

(−Q3)
1

2

.

Por cierto, en el caso particular en el quel = 0 (b = 0)
la ecuación 57 se reduce a

D =
1

m′6 (2am′ − 1) (2am′ + 1) (61)

Campo escalar complejo no masivo

En el caso en el que el campo escalar complejo no tiene
masa (m′ = m0c

~
= 0) el máximo del potencial efectivo

V l
ef (r

∗) (ver ecuación 46) ocurre para

rmax =
3GM

c2

(

l (l + 1)− 1

2l (l+ 1)

+
1

2

(

1 +

(

14l2 + 14l+ 9
)

9l2 (l + 1)
2

)
1

2



 (62)

que en el límite cuandol → ∞ se reduce a

liml→∞ (rmax) =
3GM

c2
(63)

Parar >> 3GM
c2

el potencial efectivo es repulsivo. Sin
embargo, a medida que nos aproximamos al horizon-
te enr = 2GM

c2
la atracción gravitacional comienza a

dominar y el potencial se vuelve atractivo empujando el
paquete de ondas hacia el horizonte. En el límite cuando
l → 0 el máximo del potencial efectivo es

rmax =
3GM

2c2

(

1 + liml→0

(

− 1

l (l + 1)
+

+

(

1 +

(

14l2 + 14l+ 9
)

9l2 (l + 1)2

)
1

2









=
8GM

3c2
<

3GM

c2
(64)

El potencial efectivo correspondiente es:

V l=0
ef (rmax) =

1

2

(

3

8

)3
c4

G2M2
(65)

Para valores grandes del también podemos escribir apro-
ximadamente

V l
ef (rmax) ≈

1

27

c4l2

G2M2
(66)

A continuación escribimos los valores dermax y el po-
tencial efectivo para algunos valores del

rmax(l = 1) =
3GM

4c2

(

1 +
1

3

√
73

)

<
3GM

c2
(67)

V l=1
ef (rmax) = 0,09926

c4

G2M2
(68)

rmax(l = 2) =
3GM

c2

(

15 +
√
417

36

)

<
3GM

c2
(69)

V l=2
ef (rmax) = 0,24712

c4

G2M2
(70)

En la figura 1 representamos el potencial efectivoV l
ef

en términos de la distancia radialr y l param′ = 0.

Campo escalar complejo masivo

Las raíces de la ecuación (51) para un campo escalar
complejo masivo (m′ 6= 0) en el casol = 0 (b = 0)
son:
i) Si D > 0 o m′ > 1

2a = c2

4GM
(ver ecuación 61) la

única raiz real es:

r1 =





1

m′3

(

(

4GMm′

c2

)2

− 1

)
1

2

− 4GM

c2m′2





1

3

+



− 1

m′3

(

(

4GMm′

c2

)2

− 1

)
1

2

− 4GM

c2m′2





1

3

(71)

Figura 1: Gráfica del potencial efectivoVl

ef
en términos de la

distancia radial r y l para m′
= 0.



Marín Av. Cienc. Ing. (Quito),2015, Vol. 7, No. 1, Pags. A7-A15

pero fácilmente se puede chequear quer1 < 0 por lo
que tenemos que desechar dicha solución (r es definido
positivo).
ii) Si D = 0 om′ = 1

2a = c2

4GM
solo hay una raiz real

r2 = r3 = r′ =

(

4GM

c2m′2

)
1

3

=
1

m′ =
4GM

c2
. (72)

El potencial efectivo correspondiente es:

V l=0
ef =

3

4
m′2 (73)

Sin embargo, ya que parar′ se cumple que
d2V l=0

ef

dr2
= 0,

dicha raiz es un punto de inflexión de la curva de poten-
cial efectivo.Por otro lado,limr→∞V

l=0
ef = m′2 es una

asíntota horizontal de la función de potencial efectivo.
En la figura 2 se representa dicho potencial efectivo en
términos de la distancia radialr paral = 0.
iii) Si D < 0 om′ < 1

2a = c2

4GM
la raiz es

r =

(

2

m′

)

cos

(

θ

3

)

=
2~

m0c
cos

(

θ

3

)

, (74)

dondecos
(

θ
3

)

> GMm′

c2
. El potencial efectivo es en este

caso:

V l=0
ef ≡ V ∗

ef = m′2 +

(

2Gm

c2

)

(

m′

2 cos
(

θ
3

)

)

×

×





(

m′

2 cos
(

θ
3

)

)2

−m′2

−
(

2Gm

c2

)

(

m′

2 cos
(

θ
3

)

)3


 (75)

donde

cos (θ) =
4GMm0

c~
(76)

Figura 2: Gráfica del potencial efectivoVl

ef
en términos de la

distancia radial r para m′ 6= 0 , D = 0 y l = 0.

Figura 3: Gráfica del potencial efectivoV
l

ef
en términos de la

distancia radial r para m′ 6= 0 , D < 0 y l = 0.

La gráfica del potencial en términos der paral = 0 se
representa en la figura 3.

Solución de la ecuación de onda

Retornando a la ecuación de onda (50), para un modo
de frecuenciaω escribiremos

Rl,m (t, r∗) = e−iωtRl,m (r∗) (77)

que al ser introducida en la ecuación de onda mencio-
nada se transforma en la ecuación:

d2Rl,m

dr∗2
− V l

ef (r
∗)Rl,m (r∗) = −ω

2

c2
Rl,m (r∗) (78)

con−l ≤ m ≤ l; l = 0, 1, .......∞.
Para grandes valores der , V l

ef (r
∗) = m′2, por lo que

podemos escribir

d2Rl,m

dr∗2
+

(

ω2

c2
−m′2

)

Rl,m (r∗) = 0. (79)

Si ω
c
≥ m′ oE ≥ m0c

2 la solución de la ecuación (79)
es

Rl,m (r∗) = A±e
±i

(

ω2

c2
−m′2

) 1

2 r∗

(80)

donde losA± son constantes de normalización. Por lo
tanto tenemos que

Rl,m (t, r∗) = A±e
−ikc

(

t∓
(

1−m′2

k2

) 1

2 r∗

c

)

(81)

dondek = ω
c

representa la magnitud del vector de onda.
Los modos de oscilación en esta región tienen la forma
de ondas planas que se propagan con velocidad

dr∗

dt
= c

(

1− m′2

k2

)− 1

2

(82)
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Por otro lado, siω
c
≤ m′ oE < m0c

2 la solución de la
ecuación (79) es

Rl,m (r∗) = Be
−kr

(

(

m′

k

)

2

−1

) 1

2

(83)

dondeB es una constante de normalización.Entonces

Rl,m (t, r∗) = Be−ikcte
−kr

(

(

m′

k

)

2

−1

) 1

2

(84)

A partir de las ecuaciones (81) y (84) podemos calcular
la amplitud de probabilidad de que la partícula penetre
la barrera de potencial.
Ahora bien, en el caso en el quem′ = 0, y a medida
que nos aproximamos al horizonte de sucesos del agu-
jero negro(r → 2GM

c2
) la coordenadar∗ se hace infi-

nitamente grande y negativa. En este caso el potencial

es despreciable
(

V l
ef (r

∗) → 0
)

, y entonces el campo

se comporta como un campo libre de Klein-Gordon sin
masa. Entonces la ecuación (78) se escribe:

d2Rl,m

dr∗2
= −ω

2c2

R l,m
(r∗) (85)

cuya solución es

Rl,m (r∗) = A±e
±ikr∗ (86)

de manera que

Rl,m (t, r∗) = A±e
−ikc(t∓ r∗

c ) (87)

dondeA± es una constante de normalización.En esta
región los modos de oscilación son ondas planas que se
propagan a la velocidad de la luz:

dr∗

dt
= ±c (88)

Escapando de la barrera de potencial

En la sección: Campo escalar complejo no masivo, cal-
culamos la altura de la barrera de potencial param′ = 0.
Por ejemplo paral = 0, dicha altura era

V l=0
ef (rmax) =

1

2

(

3

8

)3
c4

G2M2

Entonces, una onda del tipos (s-wave quantum) esca-
pará de la mencionada barrera si

ω

c
>

(

1

2

(

3

8

)3
)

1

2

c2

GM
= 0,1623

c2

GM
(89)

o si la energíaE satisface:

E = ω~ > 0,1623
c3~

GM
(90)

Similarmente paral = 1 (una onda del tipop) la condi-
ción para atravesar la barrera es:

E = ω~ > 0,315
c3~

GM
(91)

Paral = 2 la condición es

E = ω~ > 0,4971
c3~

GM
(92)

Vemos entonces que a medida que el valor del se in-
crementa , la energía que se necesita para atravesar la
barrera de potencial aumenta. Por cierto, una onda será
capaz de penetrar la barrera desde el exterior y caer en
el horizonte de sucesos (paral = 0, 1 y 2, respectiva-
mente) si se cumplen las mismas condiciones dadas en
las ecuaciones (90),(91) y (92).
Para grandes valores del, el umbral de energía para pa-
sar sobre la barrera de potencial es (ver ecuación 66)
E ≥ c3l~√

27GM
.

Param′ 6= 0 en el casoD = 0, l = 0 teníamos que

m′ =
c2

4GM
=
m0c

~

de manera que

m0 =
~c

4GM
(93)

La altura de la barrera eraV l=0
ef (max) = m′2, de ma-

nera que una onda del tipos escapará del horizonte de
eventos siω

c
> m′ o equivalentemente si

E > m0c
2 =

~c3

4GM
(94)

Adicionalmente, una onda de dicho tipo que satisfaga
la condición dada por la ecuación (94) podrá penetrar
la barrera desde el exterior y caer en el horizonte de
eventos

Conclusiones

En este artículo hemos analizado el comportamiento de
un campo escalar complejo masivo de Klein-Gordon
inmerso en una background de Schwarzschild usando
coordenadas de tortuga (Tortoise coordinates). Con la
introducción de dichas coordenadas podemos cubrir la
regiónr > 2GM

c2
sin preocuparnos de lo que suceda en

la región por debajo del radio de Schwarzschild. Usan-
do dichas coordenadas obtuvimos una expresión para la
acción en términos de un potencial efectivoV l

ef (r
∗) y

una función de onda radialRl,m (t, r∗). A partir de las
ecuaciones de Euler Lagrange dedujimos la ecuación de
onda paraRl,m (t, r∗) y el potencial efectivo. Posterior-
mente estudiamos el comportamiento del potencial en
función de la distancia radial r tanto param′ = 0 (cam-
po escalar complejo sin masa) como param′ 6= 0 (cam-
po escalar complejo masivo) y diferentes valores del nú-
mero cuánticol. En las figuras 1,2 y 3 se representa el
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potencial efectivo param′ = 0 para un valor del cual-
quiera y param′ 6= 0 en los casosD = 0, l = 0 (ver
ecuación 57 para la definición deD) y D < 0, l = 0,
respectivamente.
Para un modo de frecuenciaω escribimos la ecuación
de onda correspondiente y calculamos algunas solucio-
nes de dicha ecuación paraω

c
≥ m′ y ω

c
< m′. Tam-

bién escribimos la solución correspondiente am′ =
0.Finalmente, evaluamos la energía necesaria para atra-
vesar la barrera de potencial para algunos valores del
número cuánticol.
Param′ = 0, por ejemplo, la energía que se necesita
para atravesar la barrera de potencial aumenta a medi-
da que el valor del crece.Parar >> 3GM

c2
el potencial

efectivo es repulsivo. Sin embargo, a medida que nos
aproximamos al horizonte enr = 2GM

c2
la atracción gra-

vitacional comienza a dominar y el potencial se vuelve
atractivo empujando el paquete de ondas hacia el hori-
zonte.
Param′ 6= 0 en el casoD = 0, l = 0 el potencial efec-
tivo tiene una asíntota horizontalV l=0

ef (max) = m′2

de manera que una onda del tipos escapará del hori-
zonte de eventos siE > ~c3

4GM
. A su vez, una onda será

capaz de penetrar la barrera de potencial desde el exte-
rior y caer en el horizonte de eventos si se cumplen las
mismas condiciones de energía que se necesitan para
escapar del mencionado horizonte.
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