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Abstract

The behaviour of a massive complex Klein-Gordon scalar field in a Schwarzschild back-
ground is analized using tortoise coordinates. Using these coordinates we obtain an expres-
sion for the action in terms of an effective potential and a radial wave function. From the
action we get the corresponding wave equation and obtain some solutions of that equation
for a mode of frequency. Additionally, we study the effective potential in terms of the
radial distance and the quantum numbérFinally, we estimate the energy that we need

to traverse the potential barrier for some valuek of

Keywords. Complex scalar field, Klein-Gordon, general relativity, Schwarzschild.

MassivecomplexKlein-Gordon scalarfield in a Schwarzschildbackground

Resumen

El comportamiento de un campo escalar complejo masivo de Klein-Gordon inmerso en
un background de Schwarzschild es analizado utilizando coordenadas de tortuga. Usando
dichas coordenadas obtenemos una expresion para la accion en términos de un potencial
efectivo y una funcién de onda radial. A partir de dicha accion deducimos la ecuacién de
onda correspondiente y calculamos algunas soluciones de la mencionada ecuacién para un
modo de frecuencia. Adicionalmente, se estudia el comportamiento del potencial efectivo

en funcion de la distancia radiay el nimero cuénticb Finalmente, evaluamos la energia
necesaria para atravesar la barrera de potencial para algunos valbres de

Palabras Clave.Campo escalar complejo, Klein-Gordon, relatividad general, Schwarzs-

child.
Introduccién y laecuacién de las geodésicas (cuatro ecuaciones)
2 o
Para laformulacion de la Teoria General de la Relati- d"z" I+ (dip) (di) =0 (2)
vidad (TGR), Einstein se basé en el principio de equi- ds? P7\ ds ds

valencia entre la masa inercial y la masa gravitacional. o

Einstein se dio cuenta de que esta equivalencia sélo po-En () 2 = 9*’Rag €s el escalar de Ricci. &R,,, se le

dia mantenerse si existia una conexion entre la fuerzade@nomina Tensor de Ricci, el cual se define a partir del
gravitatoria y la geometria del espacio. La genealidad de Tensor de Riemann-Christoff¢R;,,) que determina
Einstein fue suponer que el espacio-tiempo localmente la curvatura del espacio-tiemp#;., = Rj,, donde

no es plano, sino que esta curvado debido a la distri-

bucion de materia y energia en él presente. En la TGR RF = 9 (Tr ) — 9 (T%)

el espacio y el tiempo constituyen una estructura geo- e Qxe YO0 Oxe VP

métrica curvada en forma continua. La gravedad es una oI 0e =10, 16 3)
distorsion de la curvatura del espacio-tiempo. . ) .

La TGR se resume en 14 ecuaciories [1-6]. Las ecua- 9w €S el tensor métrico; este determina las propiedades

ciones de campo de Einstein (que representan en totalMétricas del espacio-tiemp@,,, es el tensor energia-
10 ecuaciones escritas en forma tensorial) cantidad de movimientd> es la constante de gravita-

cion universalg es la velocidad de la luz y es la cons-
1 Fye. tante cosmoldgica introducida por Einstein en 1917. En
R, — §R9W = AGuv = 7Tw (1) la ecuacion[(R} representa el arco de curvdy,, son
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los simbolos de Christoffel de segunda especie partir de la misma deduciremos la ecuacion de onda co-
rrespondiente. Posteriormente analizaremos algunas so-

= lg,ua (59,)@ oo (’)gpg) 4) luciones de dicha ecuacién y calcularemos los puntos

Pe 2 ox° oxr Oz« criticos del potencial efectivo. Finalmente evaluaremos

la energia que es necesaria para atravesar la barrera de
potencial para algunos valores del nimero cuantico
cerca del horizonte de sucesos dado por la férmula de
Schwarzschild, = 24

" es el cuadrivector posicion de la particula. Las letras
griegas comoy, v, p, etc. toman los valores 0,1,2 y 3.Si
hacemos\ = 0 en la ecuaciori{1), tenemos

G

1
G#y = R#U - §Rg'u‘y == ?T#D (5)

Métrica (Coordenadas de tortuga)
A G, sele denomina Tensor de Einstein. Escrita en es-
ta forma la dltima ecuacion nos dice que la curvatura de
una region del espacio-tiempo esta determinada por la
distribucion de masay energia que existe en la misma.A
partir de las ecuaciones de campo, se puede determinar (ds)? = (dr)? = v (dt)? — v~ (dr)?
la métrica del espacio-tiempo para una distribucion da- 9, 1o o .o 5

da de materia o energia (el tensor métrico describe la —r7(df)” —r”sin”6(d¢) (13)
desviacion del teorema de Pitagoras en un espacio cur-

vo). Para una distribucion de masa con simetria esférica yqndeds representa el intervalo invariantees la velo-

la métrica correspondiente es la de Schwarzschild. - ¢igad de la luzy, 6 y ¢ son las coordenadas esféricas
En Mecanica Cuantica Relativista, la ecuacion de Klein- 4o n punto en el espacio.es el tiempo propio (el in-

Gordon [7+3] tervalo de tiempo medido en un sistema de referencia
donde el reloj esta en reposo} ¥s el tiempo coorde-

Consideremos la métrica de Schwarzschild [2, 3]:

M /2 = . .
(a“a +m ) $=0 ) nado medido por un observador remoto en reposo en di-
: _ 2GM
dondem’ = ¢ describe un campo escalar real de cho puntosy = 1 — <757, dondeM representa la masa

espin cero con masa, (% es la constante de Planck que genera el campo gravitacionaliyes la constan-
reducida) en un espacio-tiempo plano. Dicha ecuacién t€ de gravitacion universal. Al introducir la coordenada

se puede derivar del Lagrangiano radial
1 ow 1 12 42
L =5 (0u0) (0"6) — 5m"o )
2GM — ,6M
En el caso de un campo escalar complejo y masivo en ro=r+ 2 In SGAT ) (14)

un espacio-tiempo plano el Lagrangiano es

_ kY 12 % . .
L= (9ux) (9"X7) = m"X"x (8) vemos que cuando nos aproximamos al horizonte de su-

donde cesos del agujero negro definido por el radio de Sch-

1 ) warzschildr — r, = @ dicha coordenada radial
X = E (x1 +ix2) 9) se corre hacia-co. El sistema coordenado resultante
r*,0, ¢ cubre entonces tnicamente la region 2¢M
1 (10) A la coordenada radial* se le denomina coordenada

. .
= — —1 . .
X V2 i —ixe) de tortuga (tortoise coordinate).

. iferenc i6 _
de manera que las ecuaciones de Euler-Lagrange con-Diferenciando la ecuaciof(114) obtenembs = <ty

ducen a las ecuaciones de Klein-Gordon por lo tanto podemos escribir
8, 0" +m'?) x =0 11 dr)?
y v
(aua“ + m/2) X" =0 (12) de manera que la métrida_{13) se puede expresar como:
En la referencia [10] se analiza de manera elemental ) ) ) 9 1o o
el comportamiento de un campo escalar real de Klein (ds)* = ¢*(dr)* = [c*(dt)* — (dr™)?]
Gordon desprovisto de masa en un background de Sch- —r? (d)? (16)

warzschild usando coordenadas de tortuga ( tortoise coor-

dinates). En el presente articulo generalizamos dicho es-qonde  (d0)? = (d6)? + sin? 0(dy)?

tudio para el caso de un campo escalar complejo masi-

vo en dicho background. En primer lugar procederemos La parte radial y temporal de la métrica (para valores
a calcular la expresion de la accién (usando coordena- fijos def y ) tiene ahora una forma simple denominada
das de tortuga) en términos del potencial efectivo, y a “métrica conformalmente plana” [10].
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Accion

Consideremos un campo escalar complejo masivo (li-
bre) de Klein Gordony) inmerso en un background de

Schwarzschild. La accién pagaes

S = /d4x\/—g(g“"(9ux dux —m?x*x) (17

dondem’ = =2¢ (mg es la masa del campo escalar
complejo y& es la constante de Planck reducida). Los

indicesu, v pueden tomar los valorés1,2y 3; diz =

dxldx'dx?dx® (2° = ct

yxt =1, 2?2 =0y a® = ¢).

v 0 0 0

, 0 —y 0 0

@)= 0o o - 0

0 0 0 —(r2sin?6)""
El tensor covariante correspondiente es

o 0 0 0
0 =7t 0 0
(g,uu) = 0 0 2 0

0 0 0 —r’sin?4

por otro lado,

g =det(gu) = —r
de manera qug/—g = r?sinf. Usando la regla de la

B () -2 () v

cadena tenemo§* = (

4sin? 6 (18)

quedr = vdr* la accionS se puede escribir

:/cdtdr df dp~r? sinf

1 @c _lox|?
e o 1 |axf
r2 | 00
1 ox 2 2012
_ | =] - 19
r2sin26 |Op m=Ix] (19)

Haciendo el cambio de variableé:= ry, tenemos que

%:

Ix _

ot
ox
or*

X

X

8_@:

181/1
r ot

v (1o
(5829

Lov
r 00
19y
r dp

P Inr _ vy T A
admmnalmgn_te, ya quédT* = 1, la ecuacion[(19) se
puede escribir:

1
S:/ cdt dr* df dyp (sin@ (—2
c

op|” |9y dinr 2
ot or* dr*
—ym"sinf [y|* —
2 (simo| 28] 4 L |22 (20)
72 \ MM 5e sinf | Jy

que también se puede escribir

S:/ cdtdr* df dp (sin@ (%
c

ot
o |? ov*\ dlnr
B ’(97"* +2Re (1/1 or* ) dr*
- (dh””) 101 ) ' sin|?
’Y . 8’(/1 2 1 2
r2 <Sln9 ’ 00 sin @ ‘8(,0 (21)

Utilizando integracion por partes tenemos que
. oY* dlnry
forme(v5) (57)
. o™ dlnr
(forme (+5)) (5)
. . oY* dlnr
_/dr (/dr Re(zﬁar* )dr* ( e ) (22)

también es facil demostrar (usando asimismo integra-
cion por partes) que

/dT*Re <1/) ng*> |1/)| (23)

Introduciendo la Gltima integral en(22) tenemos:
N oY dinry
/w&@wﬂmd—
1/ dlnr
dre

= W <C””> 24

dr*

donde el segundo término del lado derecho de la integral
(24) esta evaluado en el borde de la region en considera-
cion y es por lo tanto igual a cero. Por lo tanto la accién
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(21) se puede escribir:
S = / cdtdr* df dp <sm9 < N
7 81/} dlnr
dr*

dlnr 2 2 92 . 2
2= []" | —ym’*sin 6 ||

) -

2

1
sin 6

dp

Busquemos una solucién en variables separables parala

ecuacion[(2b) de la forma[1/1,112]
U= Riymy (677) Yiym, (60, 9) (26)

l1,m1

donde Ry, », €s una funcién que depende exclusiva-

mente de y r*, Y, ,», SOn los armonicos esféricds &

0,1,....... ooy —l1 <my <l;). Ahora
2 ORy , (t, %)
‘E ) (Z — o am (9
l1,m1

% ( Z a&%t(t’myizmz (9’ 90)) (27)

lz,mz

Usando la propiedad de normalizacién de los arménicos

esféricos|[11, 12]:

T 27
/ / S0 db d Y;', (0,9) Yigmy (0,9) =
0 0
5l1l25m1m2 (28)

donded;,;, Y dm,m, SON los delta de Kronecker, tene-

mos que

2m
/ / sin @ df d¢ ‘

OR,
X 81m2 5l1l2 mimso

aR; my

1 m1 l2 m2

Z ale

= mao. Similarmente,

Z ‘ 8]%lm

(29)

dondel:llzlg,mzml

[

ya

, (30)

T 27
/ / sinf df do ||* = Z |Rim |’ (31)
0 0 l,m

adicionalmente,

1 .
X — (P, m, (cosf)) \/Te””“", (32)

X (Piy m, (cos9)) imy €™m¢ (33)

1
V2T
donde l0sP;, ,,, (cosf) son los polinomios asociados
de Legendre normalizados. Usando

2
[ e mmtdy —2nt (39
0

T 27 ' 81/}2
/0 /0 sm@d@d(b‘% =

Z Rzklml (t’r*)RZle (tﬂ"*)/ sin 0

0

resulta que

l1,l2,mq

d d
@ (Pll-,ml (COS 9)) do

Utilizando la formula de integracion por partes tene-
mos:

(Piy,m, (cosB)) do (35)

/0 s1n9dd€ (P1, ,m, (cosB))
xi (Piy m, (cosB)) db = —/ Py, m, (cos )
g ,

d d
X (Sln9d9 (Pry,m, (cos 9))) do (36)

Introduciendo la ecuaciéh (B6) en la expresign (35) y
empleando la ecuacion diferencial de los polinomios aso-
ciados de Legendre [11]:

d (. ,d
i (sm 9@ (Pym (cos 9))) =

( 1,712 —1(l+1)sin 9) P, 1, (cos0) (37)

sin 6

tenemos que:

T p27 ) aw 2
/0 /0 sin 6 df do ‘%

Z Rl*nm (ﬁa ’I“*) Riym, (t,?‘*)

l1,l2,m1

X / df Py, m, (cos @) Py, (cosf)
0

x m—%fl(lel)'G (38)
sing 2\ s

™ 2m 1
[ ] w5
Z Rzklml (tv T*) Rlzml (ta 7’*)

ll.lz mi

™ 2
x/o de <s1n9> Py, m, (cos0) Prym, (cosB) (39)

Similarmente
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Los polinomios asociados de Legendre normalizados sa-masivoy
tisfacen la relacion [11]

™ oL oL
/ sin® Py, m, (cosl) Py, ., (cos) db = &;,1, (40) OR; — Oy P) (8 R ) =0 (47)
0 m wElm
de manera que si sumamos las ecuacidnés (38)ly (39)yonder, esta dado por
,utilizando la expresién_(40) tenemos que:
1 [0Rym|*  |0Rm|?
T 2 2 2 _ l,m B l,m
[ e (smo] ] o 224 =75 [
o Jo sin % o . 5
Ver (r) [Riml” - (48)

=Y |Riml? L(I+1), (41)
lm

En forma desarrollada la ecuacidnl(47) es:

dondel; = [y m; = m. Introduciendo las integrales oL 19 oL

(29(30[31[40) en la ecuacidn {25) tenemos:

OR;, cot W

1 |0Rim|>  |ORim]|® © o
— * el l,m o l,m
S—/Cdtd?" Z(CQ ot ‘ or* 0 oL .
o 2| =0 (49)
"\
Bunl? d <dlnr) N (dlnr)2 or
- l,m * * *
dre \ dr dr gue se reduce empleando la ecuadion (14) a:
1 2 2 2
—y (—1(1+ 1) +m'2) | Ryl ) (42) 1 8?Rym  O*Rim L.
r S om = g Ve ) Rim,  (80)
Por otro lado que es la ecuacién de onda correspondiente a la parte
dinr\2 1 2GM\ 2 radial del campo escalar complejo masjuo
=—=(1- (43)
dr* 72 rc?
y Potencial efectivo
Para hallar los puntos criticos en el potencial efectivo
d (dlnr 1 .
(=== tenemos que calcular la derivada de la fund‘@p con
dr \ dr r respecto a, el resultado es la ecuacién de tercer grado:
4 GM 2GM
x( i} —1)(1— 2). (44) 5 20 5, 3(b-1)  4a
rec re i R =0 (51)

Con estas derivadas, la ecuacion (42) se puede escribir:
dondeq = 26M y b = [ (I + 1). Notemos que, b > 0.

c

2 2 Las raices de esta ecuacion son [14, 15
S:/cdtdr*z % aRl’m‘ '8Rl"m ) ]
‘ c ot ar* 1
m 1 :S+T7 gal (52)
Vs () |Riml®) (45)
1 1 1.
donde el potencial efectivig’, (r*) esta definido por: rr=-5(S+T)-za+3 W3(S—T) (53)
2GM 1 1 1
l *\ .
Vef(ﬂ(l " ) ra=—5(84T)—ga1—5iV3(S-T) (54)
2GM  I(l+1 1 1
(7’302 + (r2 )+m’2) (46) dondeS = (R+D%)3;Tz (RfD%)d;Dz
Q>+ R*y a; = —-2;, con
Facilmente podemos ver quersi= 2% entonces
Verr) =0 9a2m’2 (b — 1) — 4b?
a~m — —
Ecuacién de onda @= 9a2m/4 (55)

A partir de la accién dada por la expresiénl(45) pode- y
mos escribir la ecuacion de Euler-Lagrange [13] corres- —54b (b — 1) a®m'2 — 108a*m/* + 16b3
pondiente a la parte radial del campo escalar complejo 12 = FYPEIT . (56)
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Introduciendo los valores d@ y RenD = Q3 + R? El potencial efectivo correspondiente es:
obtenemos: 5
2 . 2 VIZ0( ) L (3) ¢ (65)
— ! e Tmaz) = 5| 5 e

—b% (9720% + 1512b + 972) + 11664a*m') (57)

Dependiendo de los valores dk las raices de la ecua-

cién de tercer grad@ (b1) pueden ser reales o complejas.

Asi:

i)SiD >0 ryesreal yry,r3 sSon complejas conjuga-
das.

ii)Si D=0 7,72y rs son reales y adicionalmente
To = T3.

i) Si D <0 ry,ry Y rssonrealesy distintas.

Por supuesto a nosotros solo nos interesan las raices

reales. Por cierto, en el cagb< 0 las raices son:

r=2 (—Q)% cos (g) — gal (58)
ry =2 (—Q)% cos (g + 2%) — %al (59)
Ty =2 (—Q)% cos (g + 4%) — %al (60)

R
(-Q)%
Por cierto, en el caso particular en el que 0 (b = 0)
la ecuacion 57 se reduce a

dondecos = —

1
D= T (2am’ — 1) (2am’ + 1) (61)

Campo escalar complejo no masivo

En el caso en el que el campo escalar complejo no tiene -
masafn’ = 2 = 0) el maximo del potencial efectivo

Velf (r*) (ver ecuaciéf 46) ocurre para

3GM (1(1+1)—

fmae = 75\ 211+ 1)
1

(1412 +141+9) | °

912 (1 +1)°

&

gue en el limite cuandb— oo se reduce a

3GM
2

c

1

; (62)

(63)

liml%oo (Tmax) = c

Parar >> 39M e| potencial efectivo es repulsivo. Sin

embargo, a medlda gue nos aproximamos al horizon-
te enr = 2GM |a atraccion gravitacional comienza a
dominary el potenC|aI se vuelve atractivo empujando el
paquete de ondas hacia el horizonte. En el limite cuando
I — 0 el m&ximo del potencial efectivo es

3GM . 1
14 lim;_g _l(

2¢2 I+1)
1
(1412 +14149) \ *
|1+ —r
912 (1+1)

_8GM _3GM
32 c?

+

Tmazx =

(64)

Para valores grandes Hambién podemos escribir apro-
Ximadamente
412

Vl 1 C

e (rmas) ™ 57 G (60)

A continuacion escribimos los valores dg,.. v el po-
tencial efectivo para algunos valoreside

3GM 3GM
Tmaz (l =1)= 42 (1 +3 \/_) 2 (67)
st 2 ¢! 68
L (Pimae) = 0,099 6G2M2 (68)

3GM ([ 15+ /417

Fmaz(l = 2) = = ( = ) (69)
vi=2 _ 0247125 70
ef (Tmaz) - Y G2M2 ( )

En la figurdl representamos el potencial efecﬁﬁp
en términos de la distancia radiay [ param’ = 0.

Campo escalar complejo masivo

Las raices de la ecuacidn {51) para un campo escalar
complejo masivor’ # 0) enelcasd = 0 (b = 0)

son:
)SiD>00m >
Unica raiz real es:

1

2 e
5 = 177 (ver ecuacion@l) la

W=

1 AGMm/\? > AGM
=8 2 -1 22
1 AGMm'\? NTEIAN
+ T3 2 -1 2m/2 (71)
VL (r)
l
/ \‘\
\\
//' \
/ ;\\\
o I

(22)

Figura 1: Gréafica del potencial efectivoVi3f en términos de la
distancia radial r y 1 param’ = 0.
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pero facilmente se puede chequear gque< 0 por lo
gue tenemos que desechar dicha solucids(definido
positivo).

i)SiD=00m =5 = 45;—21\4 solo hay una raiz real
1
AGM \? 1 4GM
T2T37’/<W) :W: 2 . (72)
El potencial efectivo correspondiente es:
Vl:O _ § /2 73
ef - 4m ( )

. 42yi=0
Sin embargo, ya que parase cumple que—— = 0,
dicha raiz es un punto de inflexién de la curva de poten-
cial efectivo.Por otro IaddimHooVelfO =m'? esuna
asintota horizontal de la funcion de potencial efectivo.
En la figurd2 se representa dicho potencial efectivo en
términos de la distancia radiaparal = 0.

. 2 .
i SiD<0om < % = S laraizes

4G M
(@)(l) -2 () o

2h

= — COS

dondecos (§) > ¢4m" E|potencial efectivo es en este
caso:
_ 2Gm m’
Vl—() = * 12 + ( ) %
of eof =™ c? 2 cos (g)
, 2
m 12
X| | =———<] —m
(2005 (g))
e N’
m m
- 75
( c? ) (2(:05(%)) (75)
donde

7 4GM7TL()

cos (0) -
c

(76)

m'?

(3/4)m'? — —

2GM

c” C

Figura 2: Gréafica del potencial efectivoVLf en términos de la
distancia radial r param’ 20, D =0y1= 0.

m'”

0 |
2GM 2 (e]

c m' 3

Figura 3: Grafica del potencial efectivoVi3f en términos de la
distancia radial r param’ 20, D <0yl = 0.

La grafica del potencial en términos dearal = 0 se
representa en la figuka 3.

Solucién de la ecuacion de onda

Retornando a la ecuacién de onfal (50), para un modo
de frecuencia escribiremos
Ry (t,7%) = e 'Ry, (1) (77)

que al ser introducida en la ecuacion de onda mencio-
nada se transforma en la ecuacion:

d®Ry.m . . w? .
S =V ) R (%) = =5 R (1) (78)

con—l <m<I[;l=0,1,

Para grandes valores de Velf (r*) = m'?, por lo que
podemos escribir

w2
+ <c_2 — m/2> Ry (r7) = 0.

Si2>m'o0FE > moc? la solucion de la ecuacioh ([79)
es

d*Rym,
d,r*Q

(79)

[V

2
w
Yy —m

Rl,m (’I“*) = Aieii( ©

/2) *

donde losA son constantes de normalizacion. Por lo
tanto tenemos que

(80)

1
—ike( tF 1_m’2 7%
Rl7m(t,T*):Ai€ K c( ( k2) )
dondek = ¢ representala magnitud del vector de onda.

Los modos de oscilacién en esta region tienen la forma
de ondas planas que se propagan con velocidad

(-5

(81)

m/2

k2

dr*
dt

(82)
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Por otro lado, s¥ <m' 0 E < moc? la solucion de la
ecuacion[(70) es

Rim () = g (#)'1) 83)

dondeB es una constante de normalizacién.Entonces

m,’ 2 2
Ry (t,7*) = Be~ikete kr(( : ) 1> (84)
A partir de las ecuacionds (81)[y {84) podemos calcular
la amplitud de probabilidad de que la particula penetre
la barrera de potencial.
Ahora bien, en el caso en el qué¢ = 0, y a medida
gue nos aproximamos al horizonte de sucesos del agu

jero negro(r — 2 |a coordenada* se hace infi-

nitamente grande y negativa. En este caso el potencial

es despreciabléVelf (r*) — 0) , ¥ entonces el campo

se comporta como un campo libre de Klein-Gordon sin
masa. Entonces la ecuacign](78) se escribe:

cuya solucién es
Rim (1) = Ape®iFr” (86)
de manera que
Ry (t,7%) = Ape the(F75) (87)

dondeA. es una constante de normalizacién.En esta

regién los modos de oscilacién son ondas planas que se

propagan a la velocidad de la luz:

dr*

B
it ¢

(88)

Escapando de la barrera de potencial
En la seccién: Campo escalar complejo no masivo, cal-

culamos la altura de la barrera de potencial pafra= 0.
Por ejemplo para= 0, dicha altura era

1/3\% ¢

2 \8 G2M?

Entonces, una onda del tipo(s-wave quantum) esca-
para de la mencionada barrera si

Velf:() (Tmax) =

1
w 1/3\*\° ¢ c?
= (=2 — —=0.1623——
c” (2 (8) ) G =168y 89
o si la energid satisface:
3h
E=wh>0,1623—— (90)

GM

Similarmente pard= 1 (una onda del tip@) la condi-
cion para atravesar la barrera es:

B —wh> 031550 (91)
N TTUTGM
Paral = 2 la condicién es
Ah
E = 4971 —— 2
wh > 04971 = (92)

Vemos entonces que a medida que el valot de in-
crementa , la energia que se necesita para atravesar la
barrera de potencial aumenta. Por cierto, una onda sera
capaz de penetrar la barrera desde el exterior y caer en
el horizonte de sucesos (pdra= 0,1y 2, respectiva-

mente) si se cumplen las mismas condiciones dadas en
las ecuacione§ (90),(P1)[y (92).
Para grandes valores deel umbral de energia para pa-
sar sobre la barrera de potencial es (ver ecudcibn 66)
E > Slh .

= V271GM
Param’ # 0 en el casd) = 0, [ = 0 teniamos que

2
’ C

™ =aaM T

mopcC
h

de manera que
hc

T 4GM
La altura de la barrera et 7° (max) = m', de ma-

nera que una onda del tipoescapara del horizonte de
eventos s£' > m’ 0 equivalentemente si

mo

(93)

hed

E 2= —
= Mo = eI

(94)
Adicionalmente, una onda de dicho tipo que satisfaga
la condicién dada por la ecuacidn194) podra penetrar
la barrera desde el exterior y caer en el horizonte de
eventos

Conclusiones

En este articulo hemos analizado el comportamiento de
un campo escalar complejo masivo de Klein-Gordon
inmerso en una background de Schwarzschild usando
coordenadas de tortuga (Tortoise coordinates). Con la
introduccioén de dichas coordenadas podemos cubrir la
regionr > Qf—QM sin preocuparnos de lo que suceda en
la region por debajo del radio de Schwarzschild. Usan-
do dichas coordenadas obtuvimos una expresion para la
accion en términos de un potencial efectweg (r*)y

una funcién de onda radid,; ., (¢,r*). A partir de las
ecuaciones de Euler Lagrange dedujimos la ecuacion de
onda pardR, ., (t,7*) y el potencial efectivo. Posterior-
mente estudiamos el comportamiento del potencial en
funcién de la distancia radial r tanto pard = 0 (cam-

po escalar complejo sin masa) como paraZ 0 (cam-

po escalar complejo masivo) y diferentes valores del nu-
mero cuanticd. En las figura§lL]2 I3 se representa el
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potencial efectivo paras’ = 0 para un valor dé cual- [11] Arfken, G.; Weber, H. 2005. “Mathematical Methods for
quiera 'y paran’ # 0 en los casod = 0,1 = 0 (ver Physicists” Sixth Edition, Academic Press.
ecuaciér 57 para la definicion d&) y D < 0,1 = 0, : ) . . .
respectivamente. [12] Riley, K.; Hobson, M.; Bence, S. 2006. “Mathematical

Methods for Physics and Engineeringrhird Edition,

Para un modo de frecuenciaescribimos la ecuacion Cambridge University Press, Cambridge, UK.

de onda correspondiente y calculamos algunas solucio-

nes de dicha ecuacion pafa> m'y £ < m/. Tam- [13] Hobson, M.; Efstathiou, G.; Lasenby, A. 2006. “General
bién escribimos la solucién correspondientena = Relativity, An Introduction for Physicists'Cambridge
0.Finalmente, evaluamos la energia necesaria para atra- ~ University Press, Cambridge, UK.

vesar la barrera de potencial para algunos valores del
ndmero cuénticé.

Param’ = 0, por ejemplo, la energia que se necesita
para atravesar la barrera de potencial aumenta a medi-[15] Beyer, W. 1991. “Standard Mathematical Tables and
da que el valor décrece.Para >> 3%} ¢l potencial Formulae”,29th Edition, CRC Press.

efectivo es repulsivo. Sin embargo, a medida que nos

aproximamos al horizonte en= 29 |a atraccion gra-

vitacional comienza a dominar y el potencial se vuelve
atractivo empujando el paquete de ondas hacia el hori-
zonte.

Param’ # 0 en el casd = 0,1 = 0 el potencial efec-
tivo tiene una asintota horizont®]';° (maz) = m'?

de manera que una onda del tip@scapara del hori-

3 .
zonte de eventos & > 4}&% A su vez, una onda sera

capaz de penetrar la barrera de potencial desde el exte-
rior y caer en el horizonte de eventos si se cumplen las
mismas condiciones de energia que se necesitan para
escapar del mencionado horizonte.

[14] Spiegel, M.; Rapun, L. 1988. “Férmulas y Tablas de Ma-
tematica Aplicada’Mc Graw Hill.
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