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Fractional calculus for differential equations

Resumen

En el presente trabajo se estudian dos metodologias distintas para la resolucion de
ecuaciones diferenciales parciales fraccionarias. La primera metodologia consiste en
usar la transformada de Laplace. Para esto, se propone una solucién de tipo producto
de funciones la cual nos permite reducir el problema a la resolucién de dos ecuaciones
diferenciales ordinarias fraccionarias y mediante el uso de la transformada de Laplace se
obtiene una solucion para las ecuaciones diferenciales obtenidas a partir del producto
de funciones. Por otro lado, en la segunda metodologia se asume que nuestras funciones
admiten derivadas sumables y se realiza integracién directa sobre la ecuacion diferencial
parcial fraccionaria. Posteriormente se toma la transformada de Laplace del resultado
obtenido y se llega a una ecuacion de tipo Volterra de segundo orden. Finalmente,
dada la convergencia de las integrales y funciones se simplifica la solucién y se toma
la transformada inversa del resultado previamente obtenido. Para finalizar el trabajo, se
realiza una discusion sobre las limitaciones y libertades de ambos métodos.

Palabras clave: Derivada Fraccionaria de Riemann-Liouville, Transformada de Laplace,
Ecuaciones Diferenciales Fraccionarias, Ecuaciones Integrales, Derivada sumable,
Ecuacion integral de Volterra.

Abstract

The present work presents two methodologies to find solutions to fractional partial
differential equations. The first methodology is an approach using the Laplace transform.
In order to do that, a solution as a product of functions is proposed in order to separate the
fractional partial differential equation in two fractional ordinary differential equations. Then
the solutions of the fractional ordinary differential equations using the Laplace transform
are found. In the second methodology, we suppose that our functions admits a fractional
summable derivative in order to integrate them. Then, using the Laplace transform, a
Volterra integral equation of second order is found. Using the convergence of the integral
and functions the solution is simplified in order to take the inverse Laplace transform of it.
Finally, a discussion about the freedoms and restrictions of two methods is made.

Keywords: Fractional differential equation, Riemann-Liouville fractional derivative,
Riemann-Liouville fractional integral, Laplace Transform, Integral Equation, Summable
Derivative, Volterra Integral equation.
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INTRODUCCION

El modelado matemético consiste en traducir problemas relevantes de la industria y
del dia a dia a problemas matematicos mediante procedimientos tedricos o numéricos
[1]. En particular, el modelado de fendmenos fisicos y quimicos muchas veces nos lleva
al planteamiento de ecuaciones diferenciales que pueden ser descritos mediante una
funcion de una o més variables [2]. La idea del modelado es poder predecir y analizar el
comportamiento del sistema; sin embargo, el modelado no describe en su plenitud el
fendmeno que deseamos estudiar y una mejor descripcion del fenémeno involucra un
incremento en la complejidad del modelo [3]. Por ejemplo, consideremos un sistema
masa resorte en el vacio, también conocido como oscilador arménico simple. A pesar
de que el oscilador arménico nos ayuda a describir una gran variedad de sistemas,
en el modelado con el oscilador arménico no se consideran una gran cantidad de
pardmetros que pueden afectar a la descripcién del mismo, como lo es la friccion y
otros. Si consideramos la friccion dentro de nuestro sistema masa resorte, obtenemos
un movimiento arménico amortiguado cuya solucién es mas compleja y, de esta forma,
conforme vamos considerando elementos de nuestros sistemas que pueden o no tener
impacto en el mismo, nuestro modelo se va complicando y es més dificil de obtener una
ecuacion que lo describa.

En los Ultimos anos, la implementacion de derivadas de orden no entero, es decir
derivadas de la forma D¢, f(z) = %ff) tal que a € Q, ha tenido un gran impacto
en la descripcion de sistemas relacionados con interacciones de largo alcance y sistemas
con memoria descrita por una potencia [4]. En particular, el célculo fraccionario ha
descrito con gran exactitud fenémenos relacionados al amortiguamiento [5]. Como
consecuencia, el cdlculo fraccionario nos ha permitido investigar la elasticidad en
materiales desde una nueva perspectiva. Para esto se utilizan modelos fraccionarios
no locales de materiales elsticos, en los cuales el kernel (z —t)® de las integrales
fraccionarias describen un nuevo comportamiento mecanico del material [6]. En el
caso de sistemas visco-elasticos, como las arterias, la potencia del kernel de la derivada
fraccionaria permite pasar de sistemas completamente eldsticos a sistemas viscosos [7].
Para ilustrar esta Ultima idea, notemos que las arterias suelen ser modeladas mediante
el uso de Dashpots, los cuales son obtenidos a partir de la ley de Hook y son descritos
por la siguiente ecuacion:

o(t) =™

donde o eselimpulso aplicado, 77 es la viscosidad y € es la presion. Los Dashpots describen
un comportamiento completamente viscoso, por lo cual no se obtiene una descripcion
adecuada de las arterias ya que estos vasos sanguineos se comportan como resortes. Como
propuesta ante esta dificultad se introducen los Spring-pot, los cuales se definen como

o(t) =nD%(t)
donde D¢, es la derivada fraccionaria de orden «, tal que n € Q. Este elemento

interpola un resorte (a = 0) y un Dashpot (v = 1) [7], permitiéndonos de esta forma,
describir el comportamiento de las arterias de una forma elegante y sencilla.
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La version fraccionaria del operador de Laplace también ha tenido una gran aplicacion en
distintas dreas como mecdnica y electrostética, inclusive en el marco de la probabilidad,
donde acttia como generador de procesos de Levi estable [8]. En el drea econdmica, las
derivadas de orden no entero se han usado en procesos econémicos dindmicos, en el
cual el orden fraccionario de la derivada modela la memoria del sistema, parédmetro que
suele ser olvidado en la mayorfa de los modelos [9].

Las derivadas fraccionarias cuentan con propiedades inusuales, como la violacién de la
regla de Leibniz (ley del producto) y de la regla de la cadena (derivada de la composicién
de dos funciones ) [9]. Si bien es cierto que estas propiedades nos ayudan a describir
caracteristicas complejas de sistemas dinamicos, dichas propiedades llegan a presentar
mas dificultad en la resolucion de ecuaciones diferenciales fraccionarias, por lo cual se
han utilizado diferentes enfoques para intentar hallar una solucién analitica de ecuaciones
diferenciales fraccionarias como por ejemplo: la aplicacion directa de la transformada de
Laplace, el uso de operadores y el método de andlisis con homotopia [10].

En este trabajo, se presentan dos métodos de resolucion de ecuaciones diferenciales
parciales fraccionarias. En el primer método, se estudia la transformada de Laplace
de la derivada fraccionaria de Riemann-Liouville. Posteriormente, proponiendo una
solucién de tipo producto de funciones, se separa la ecuacion diferencial parcial
fraccionaria en dos ecuaciones diferenciales ordinarias fraccionarias [11, 12] las cuales
son resueltas mediante el uso de la transformada de Laplace [13], de tal forma que la
solucion de la ecuacion diferencial parcial fraccionaria original pueda ser expresada
como producto de las soluciones de las dos ecuaciones diferenciales ordinarias
fraccionarias. En la segunda metodologia, se asume que nuestra ecuaciéon admite
derivadas sumables, lo cual nos permite integrar en ambos lados de la ecuacién
diferencial parcial fraccionaria y, utilizando las relaciones entre la derivada e integral
fraccionaria de Riemann-Liouville, se llega a una ecuacion Laplace transformable[14].
Tomando la transformada de Laplace del resultado previamente obtenido y
reorganizando los términos se llega a una ecuacion de Volterra de segunda especie,
que garantiza una Unica solucién[15].

HISTORIA DEL CALCULO FRACCIONARIO EN R

El origen del célculo fraccionario data de 1695, afo en el que el marqués de
'Hopital mediante una carta, pregunto a Leibniz cual seria el resultado de % con
f@y=zyn= % A lo que Leibniz respondié que “esto conducirfa aparentemente
a una paradoja de la cual algun dia serdn extraidas consecuencias muy Utiles” Con
estas palabras nacio el calculo fraccionario [16]. A partir de ese momento, muchos
matematicos contribuyeron al desarollo del calculo de orden no entero. En 1730, Euler
desarrollé trabajos sobre la interpolacion entre derivadas de orden entero. En 1812,
Laplace defini¢ la derivada fraccionaria en base a integrales. Posteriormente en 1819,
el matematico francés Lacroix discutié por primera vez la derivada fraccionaria en un
libro de célculo [17]. A partir de

fl@) ==



DiTeodoro / Maldonado (2020)

Lacroix determiné que la n-esima derivada de f(x) = z™ estarfa dada por

d"z™ m! m—n
A" (m—n)" m 2 n. 2
Con lacual, paran = % y m = 1 se obtiene el siguiente resultado
dx 2z
dz\/?2 — m’

De forma similar, si tomamos, n = 1y f(z) = % se obtiene

d'? 2\/x 1
dx'/? \/m
de lo cual se concluye que 22 P d

dc' 2 de 2~ dr L

En 1822, Fourier fue el siguiente en dar una definicion de derivada de orden arbitrario.
Sin embargo, no se le dio utilidad a esta definicion de derivada fraccionaria. El primer
uso de derivadas de orden fraccionario fue dado en 1823 por Abel [17, 18], en el
cual aplicod célculo fraccionario para solucionar la ecuacién integral que surge de la
formulacién del problema de la tautécrona. Posteriormente, en 1832 Liouville publicd
tres memorias sobre el tema [19] junto con algunos trabajos de investigacion. En dichos
trabajos, Liouville definié a las derivadas fraccionarias con el uso de series infinitas; no
obstante, las derivadas definidas mediante series infinitas estaban limitadas al intervalo
de convergencia de la serie. Finalmente, mediante el uso de integrales, Liouville llegd a
construir una mejor definiciéon de derivada fraccionaria, que incluso le permiti¢ tomar
potencias negativas [17, 19].

En 1869 Sonin trabaj¢ inicialmente en la definicion de Riemann-Lioville, en un escrito
llamado “En la diferenciacion con indice arbitrario’, empezando con la férmula integral
de Cauchy. Letnikov escribi¢ cuatro escritos referentes al tema los cuales tituld “Una
explicacion de los principales conceptos de la teoria de diferenciacion de indices
arbitrarios” donde dio una extension de los escritos de Sonin. Sin embargo, no fue si
no hasta 1884, que el matematico francés Laurent publico sus escritos de la teorfa de
generalizacién de operadores partiendo del andlisis complejo, dando asf las bases para el
calculo fraccionario [20], y referencias en el mismo.

PRELIMINARES

En esta seccion se introducirdn los objetos necesarios y se desarrollard una notacion para
el desarrollo del trabajo.

Existen funciones que juegan un papel importante en el desarrollo y entendimiento

del célculo fraccionario, a saber, la funcion Gamma y la de Mitagge-Leffler, las cuales
juegan un papel importante al momento de buscar soluciones explicitas de ecuaciones
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diferenciales parciales fraccionarias. Por ende, en las siguientes subsecciones se definirédn
y mencionaran algunas propiedades relevantes de estas funciones.

Funcion Gamma

La funcién Gamma aparece en problemas relacionados con la normalizacién de
funciones de onda de Coulomb o en el célculo de probabilidades en mecanica
estadistica [2] y juega un rol importante en el calculo fraccionario. La funcién Gamma
esta definida como

I'(z) :/ e7't*7ldt, z€C, Re(z)>0,
0

donde Re(z) denota la parte real de un numero complejo z = a + bi, es decir
Re(z) = a. La restriccion Re(z) >0 es una condicion necesaria para garantizar
la convergencia de la integral. La funcién Gamma puede ser interpretada como la
generalizacién de un factorial, ya que ésta permite calcular factoriales de nimeros no
enteros debido a que cumple la siguiente relacion:

['(z)=(z—1)!,
por lo cual T'(z) también satisface la siguiente ecuacion funcional [211:

I'(z+1) = 2I'(2).

Dada la relacion que guarda la funciéon Gamma con los factoriales, se puede generalizar
la ecuacion (1) obtenida por Lacroix de la siguiente manera

drz™ I'(m—1)
= >n.
dzm F(mfnfl)!x o men

Para mas detalles sobre la funcion Gamma se recomienda ver [2].
Funcion de Mitagge-Leffler

Una de las funciones mas importante en este trabajo es la funcion de Mittagge-Leffler,
ya que a pesar de no ser mencionada en las tablas de la transformada de Laplace, la
funcion de Mitagge-Leffler surge en el célculo de la transformada inversa de Laplace de
funciones de tipo s%(a+bs?), donde s es el parametro de la transformada de Laplace
y a, b son constantes reales [22]. Por otro lado, la funcion de Mittage-Leffler también
aparece en la solucion de algunos problemas de valores de frontera que involucran
ecuaciones integrodiferenciales de tipo Volterra con parametro fraccionario[22, 23]. Esta
definida sobre todo el plano complejo como

o]

E.p(z :ZFna+/3 a, B,z € C, Re(a) > 0, Re(B) > 0. (2)

n=l

Enbase alaecuacion (2) se puede expresar una gran variedad de funciones, por ejemplo:
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1
Foa(z) = 7 lz| <1, Ei1(z) =€, FEai1(z) = cosh(v/z),

Bor(—2%) = cos(2),  Faale) = 22 g o) — 1,

NE

La funcion de Mittage-Leffler suele ser vista como una generalizacion de la funcion
exponencial, por lo cual muchas de la soluciones de ecuaciones diferenciales
fraccionarias son expresadas en términos de la funcién de Mittage-Leffler, al igual que
las soluciones de ecuaciones diferenciales ordinarias son expresadas en funcién de
senos y cosenos [17].

Calculo fraccionario en R

A lo largo de la historia han existido varias definiciones para la derivada fraccionaria
comolo son laderivada de Riemann-Liouville, Hadamard, Erdélyi-Kober, Caputo, Caputo-
Fabrizio, Marchaud, por mencionar algunas [23, 24]. Sin embargo, para este trabajo
Unicamente nos vamos a enfocar en la definicion de Riemann-Liouville, motivados por
las aplicaciones en diversas dreas como nano electrénica, fisica y biologfa [25-33].

Definicion 1 (Integral Fraccionaria Izquierda de Riemann-Liouville). Sea
¢(z) € Li(a,b), entonces la integral fraccionaria izquierda de Riemman-Liouville
(I%.¢)(x) , deorden a > 0 estd definida como

o () = L [ @) v a 3)
(I0)@) = ey / : it o> a

N z — )«

La cual suele ser denotada como (D f'¢)(x).
Definicion 2 (Derivada Fraccionaria lzquierda de Riemann-Liouville). Sea

f:la,b] = R, entonces la derivada fraccionaria izquierda de Riemman-Liouville
(D%, f)(x) deorden o> 0 estd definida como

(Dg+ (@) = (%)n F(nl— ) /: @ _];()?_anL > a,

donde n = [a] + 1y [a] esla parte entera de c.

Por lo cual, tomando en cuenta la integral fraccionaria de Riemann-Liouville se tiene
que las derivadas fraccionarias derecha e izquierda de Riemann-Liouville pueden ser
reescritas como D = L[~ y Dfi = 4 1 respectivamente. Notemos que,
cuando 0 < a < 1, entonces la derivada fraccionaria izquierda de Riemann-Liouville
esta dada por la siguiente identidad:

(Dg+f)(ff) = %F(ll_ Ol) Az ( f(t) dt, T > a. @
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De tal forma que cuando a — 1, la derivada fraccionaria D2, f(x) se aproxima a la
derivada clasica d%f(x) enz = a.Eneste trabajo analizaremos ecuaciones diferenciales
con derivadas fraccionarias cuyo limite cuando o — 1, son derivadas cldsicas de orden
dos. Por lo cual, sin pérdida de generalidad utilizaremos la ecuacién (4) para todos los
calculos posteriores. Para ilustrar cémo funciona la derivada fraccionaria izquierda de
Riemann-Liouville vamos a considerar el siguiente ejemplo:

Ejemplo 1. Evaluemos D%, (z — a)® donde # > —1y a > 0.
Considerando la derivada fraccionaria izquierda de Riemann-Liouville enunciada en la
Definicion 2, en particular considerando la ecuacion (4) se tiene:

N _d 1 T (t—a)P
Da+(.’13*a)6—%r(1_a)/a (:E—t)adt.

Mediante el cambio de variable z = t — a, tenemos que dz = dt, por lo que

d 1 r—a
1] == - ) o —a
D¢ (z —a) dxF(lfa)/O 2°(x —a—2)"%dz
_ d 1 o B —a —a
_%—F(l—a)/o 2P(x —a)~*(1 x—a) dz.

Realizando otro cambio de variable y = —%-, tenemos que (x — a)dy = dt, por lo tanto

d 1 1
Do =)’ = forrs / (2 — a1y (1 - y)dy
0

T drT(l-a

B d (x_a)ﬂ—(w-l

& Ti-a) B(f+1,1-a)

— F(ﬁ—’— 1)(/6 —a— 1) (.Z _ a)ﬂfa
I'p—a+2)

_ F(ﬂ + 1) (w _ a)ﬁ—a

CT(B-a+1) '

Finalmente, concluimos que

B _— F(ﬁ + 1) ($ _ a),@—a.

S )

)
Notemosque, sienlaecuacion (5)tomamos 3 = 0,entonces (z — a)® = (v — a)® = 1,
yas la derivada fraccionaria de una constante k de orden « es

Dk =

Como se puede observar, tanto la definicion de derivada como la definicién integral
fraccionaria incluyen integrales. Estas integrales pueden llegar a diverger, por lo que es
importante considerar el espacio de funciones sobre el cual deseamos trabajar. En este
articulo vamos a denotar como I, (L1) a la clase de funciones f representadas por la
ecuacion (3) de funcion integrable, es decir f = I%.¢ tal que ¢ € Ly(a, b).
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Teorema 1. Sea a > 0. Entonces [ € I3 (L1), si y solo si I} f € AC™([a,b]),
n=la]+1ly (I"7*f)*(a) =0,k = 0,n — 1. Verlapruebaen [23].

Observacion 1. AC"[a,b] denota la clase de funciones f, tal que f es n — 1 veces
diferenciable en [a, b] y f(*=1) es absolutamente continua en [a, b).

Cabe mencionar que las funciones pertenecientes a IS (L1) enfatizan que la
representacion de una funcion f mediante una integral fraccionaria de orden « y la
existencia de la derivada fraccionaria de orden « de f son dos cosas distintas [23]. Por
otro lado, la teorfa de Lebesgue nos permite integrar por partes sélo si las funciones
son absolutamente continuas. Debido a esto, es natural encontrar que la suposicion de
integrabilidad y existencia en casi todo lado de las derivadas fraccionarias (D f)(x)
no es suficiente para nuestro estudio, ya que la integrabilidad y existencia en casi todo
lado de las derivadas fraccionarias no garantiza la representacion de f mediante
integrales fraccionarias. Por estas razones, para estudiar la reciprocidad entre la derivada
y la integral fraccionaria es necesario imponer una condicion mas fuerte sobre f, con lo
que se da paso a la siguiente definicién:

Definicién 3. Sea o > 0. Una funcién f € Li(a, b) tiene una derivada integrable D4 f
siI'2f(x) € AC™([a,b]),n = [a] + 1

De tal forma que la relacion entre la derivada y la integral fraccionaria se enuncia en el
siguiente teorema:

Teorema 2. Sea o > 0. Entonces la ecuacion

(Dg+ I3 0)(x) = ()
se mantiene para cualquier funcién integrable ¢(x). Sin embargo,

(12. D2 )(x) ©

sélo se satisface si

fz) € I (Ln).

Si-asumimos que f € Ly (a,b) tiene una derivada integrable (D, f)(x) respecto a la
definicidn 3, entonces la identidad (6) no se cumple; de hecho, es remplazada por el siguiente
resultado:

n1$7aak1

(Le+ Dg f)(z )+ o e L) (),
k=0

conn = [a] 4+ 1. Verlaprueba en [23].
Proposicion 1. (Propiedad de semi-grupo de la derivada fraccionaria). Sea a > 0

y B8>0tadqguen—-1<a<nym-1<pg<mya+p<1yse
f € Li(a,b)y I™=* € AC™([a, b]). Entonces, se cumple la siguiente relacidn:
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—j—a

(DDl £) (2) = (D2 £)( 2= (D) %)_a)

Jj=1
Ver prueba en [23, 34].
En particular la propiedad del semigrupo es D(‘lﬂer+ = DerDgﬁr siempre y cuando
fj(a+):07 j:0717'“7n_17

f e AC™ Y ([a,b]), f* € Li(a,b)y n=[8] +1

Existe la definicion de la derivada aproximandose a la derecha, ver [23]. No
obstante,nosotros sélo nos enfocaremos en la izquierda.

Transformada de Laplace

La idea principal de la transformada de Laplace es convertir una ecuacién que involucra
derivadas e integrales en una expresion algebraica [35]. Esto permite resolver ecuaciones
diferenciales de una forma maés sencilla, en especial si se cuenta con condiciones
iniciales [17].

Parailustrarla relacién que guardala transformada de Laplace con funciones importantes
del célculo fraccionario, como son la funcion Gamma vy la funcién de Mittage-Leffler,
consideremos las siguientes proposiciones:

Proposicion 2.Sea t > 0, to = 0 ya > —1 Entonces la transformada de Laplace de
f(t) =t~ existe, y estd dada por la siguiente ecuacion:

M

E{ta} —

Demostracion.Sea t > 0, tp = 0 ya > —lentonces la transformada de Laplace de
f(t) = t* esta definida de la siguiente forma

o0
£{t}y = / et dt, %
0
utilizando el cambio de variable ¢ = % tenemos dt = d?y, por lo cual (7) se reescribe

de la siguiente forma
ciey = /
0

Sacando 5"% de laintegral y dado que & > —1, se obtiene una funcién Gamma, con
z =« + 1 detalforma que

Yy
e vdt.
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o Ia+1)
£{t } = W. =
Proposicion 3. Sea t > 0, &g = 0 y s* >a a € R, entonces la transformada de
Laplace de f(t) = tP1E, 3(at®) existe, y esta dada por la siguiente ecuacion

5077 ®)

L{PE, p(at™)} =

s —a

Demostracion. Sea t > 0, tp = 0 ys* >a a € R, entonces la transformada de
Laplace de f(t) = t°~1E, z(at®) est4 definida de la siguiente forma

L{P B, y(at*)} = / N, L (at) dt
0

o © —st (ata)n
7/0 t IZF(ncH-ﬁ)dt

n=0

— tan—l—ﬁ 1 —stdt
noz—l—ﬂ / Z

Dada la convergencia de la integral y de la serie podemos intercambiar estas [21]:

am )
toerﬁfl 7stdt
T(na+ B) /0 ¢

ﬁ{tan+ﬁ 1}

L{IPE, 5(at™)} =

1 11

F(n +5)

a"  T(an+pB) ©)
I(na+p) sonth

32 (5

Por ultimo, dado que s > a, la serie en la ecuacion (9) converge, por lo cual

1 1

(%)

P2 (s 4 a)
s P

(s*+a)

Il
o

n

NgE

3
Il
o

|F4

L{tPE, 5(at®)}

—_

Transformada de Laplace de la Derivada Fraccionaria
A partir de esta subseccion vamos a denotar a las funciones evaluadas en 0, es decir

7(0), como f(t)]i=0. Esto permite involucrar condiciones iniciales al problema. Sin
embargo, las condiciones iniciales no son discutidas en este articulo.
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Proposicion 4. Sea f una funcién Laplace transformable. Entonces la transformada de
Laplace de la derivada fraccionaria de orden o de Riemann-Lioville centrada en a* = 0
estd dada por

(DG f(1)} = s"L{f (1)} = D ™ F(B)le=o- 10
Demostracion. consideremos la derivada fraccionaria de Riemann-Liouville

DA 1
(P21)@) = o= / o

la cual puede ser reescrita como

DG f 1) = G (1),

Moot D)

donde G(t) :fot(t—T)*af(T)dT. Tomando la transformada de laplace de (11)
obtenemos

DG (1)} = 5

mﬁ{g(t)}
1

= m (sL{G(t)} — G(t)|t=0)

s ‘ o G(#)li=o
-t { o) -y
_G®l=o_

I'(—a+1)

_ s . Gl
- F(fonrl)E{t MA@} I(—a+1)

s MN(—a+1) G(t)]i=o

- M'(—a+1) st L0 - I'(—a+1)
1

— 1500 - (s | (- 7S ) o

Cambiando a por —ar + 1 y usando la ecuacioén (3) obtenemos que

L{Dg f(t)} = s“L{f (1)} — Dy~ F(#)limo -

= mﬁ{f& *f(t)} —

Proposicién 5. Sea 7(x) una funcidn Laplace transformable. Entonces la transformada
de Laplace de la derivada fraccionaria de orden 2c de Riemann-Liouville centrada en
at =0 es

—(1—2a)

L{DZEn(®)} = s L{n(t)} — 5" Dy~ n(t) im0 — Dol > n(t) ] =o-

Demostracion. Sea m(z) una funcién Laplace transformable. Entonces por la
Proposicion 4 se obtiene
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L{DZn(t)} = s*L{Dgn(t)} — Dyt Dgen(t)] o

Simplificando,

L{DEn(t)} = 5" L{n®)} — D' n(t)]imo) — Do *Vn(®)i=o
= s L{n(t)} — "Dy~ n(#)]i=o — Dy - ]

Procediendo de igual forma que en la demostracién de la Proposicion 4 y utilizando las
propiedades de convolucién, se pueden mostrar las siguientes relaciones:

x L {ItiJru(:v,t)}:S_ﬁu(x:S)v
e T b = SR,
574 ’
o £ I ) | = T(a) / Uy, )@ —y)*"dy,
)P
o S @ ) e e

Donde F;(s) = L{fi(t)}.
Espacio de Zemanian

Se conoce al espacio de Zemanian como el espacio en el cual viven las transformadas de
Laplace. Por lo cual, para obtener la transformada inversa de Laplace se necesita tomar
en cuenta su forma generalizada en dicho espacio. Por lo que tenemos las siguientes
relaciones presentadas en el trabajo de Ferreira y Vieira [14]

o+ir
i, yo / s"(Hﬁ)eStFi(s)ds _ ( n(1+ﬁ)f1) (t),

—ir

o+ir (148)
lim, a0 / ‘ gn1HB) gslt=to) g — (DZ)Jr 5) (t —to),
o—1ir

dondei=0,1,....,n n € Ny, § eslafuncion delta de Dirac,y su convergencia es en D’
Ecuaciones integrales

Las ecuaciones integrales son aquellas que relacionan una funcién incognita con una
integral, de tal manera que la funcion incégnita se encuentre bajo el signo integral.
Andlogamente a las ecuaciones diferenciales, las ecuaciones integrales pueden ser de
orden lineal y no lineal. En el caso de ecuaciones integrales lineales podemos encontrar las
de tipo Fredholm vy las de tipo Volterra [15].

1. Ecuaciones de tipo Fredholm: Son aquellas ecuaciones integrales con limites de
integracién fijos. Estas pueden ser clasificadas en dos grupos:
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Célculo fraccionario para ecuaciones diferenciales

Primera especie: La funcién incégnita sélo esté bajo el signo integral:
/ny y)dy, 0<z, y<1,

donde ¢(z) eslafuncion incognita, K (x,y), f(x) son funciones conocidasy K (z,y) es
continua en el cuadrado 0 < z, y < 1[36].

Segunda especie: La funcion incégnita se encuentra bajo el signo integral y fuera
deél.

f() )\/ny y)dy, 0<z, y<1, XeC.

Si f(z) = 0, se conoce como ecuacion homogénea, mientras que si f(x) # 0 se conoce
como ecuacion completa o no homogénea.

2.Ecuaciones de tipo Volterra: Son un caso particular de las ecuaciones de tipo Fredholm
en el cual se satisface que K (z,y) > 0 si y > x. Por lo cual, de la misma forma que con
las ecuaciones de tipo Fredholm, podemos clasificar las ecuaciones de tipo Volterra en dos
grupos

Primera especie: La funcién incdgnita sélo estéd bajo el signo integral.

/Kacy y)dy, 0<z, y<IL

Segunda especie: La funcién incognita aparece tanto bajo el signo integral como
fuera de él.

flx) = /Kwy y)dy, 0<z, y<I1, XeC.
Observacion 2. A la funcién K (z,y) se le conoce como el Kernel o niicleo de la ecuacion.
A pesar de la complejidad de las ecuaciones integrales, el método de descomposicion de
Adomian [15, 37] es efectivo al momento de buscar una solucién de ecuaciones integrales.

Dicho método consiste en descomponer la funcién incégnita en una serie infinita de la
siguiente forma:

)= ¢ilx)
i=0
donde ¢o(%) = f(z) ¥ $i() son determinados a partir de la siguiente férmula recursiva

bilx) = / K (2, 9)éi1(5)dy

Utilizando el método de Adomian se puede encontrar una solucién para ecuaciones
integrales de Volterra de sequndo tipo. En particular, dado un kernel K (z,t) = (z — )2}
se puede enunciar el siguiente teorema. ,
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Teorema 3. [15]Sea f € Li([a,b]), @ > 0 y A € C. Entonces la ecuacion integral

A ! a—1
m@=fumfﬂﬁl(x7w w@)dt, € [ab.

Tiene una tnica solucién dada por

u(z) = f(z) + )\/z(z — t)”‘*lEa,a()\(z —1)*) f(t)dt.

CALCULO FRACCIONARIO PARA ECUACIONES DIFERENCIALES

En este trabajo se estudian dos métodos distintos para encontrar soluciones explicitas
de ecuaciones diferenciales parciales fraccionarias, las cuales fueron propuestas por
grupos de trabajo interdisciplinario. Para esto, se considera el siguiente conjunto de tres
ecuaciones diferenciales parciales, que son parte central de los resultados obtenidos por
dichos grupos

Dfu(w,t) + Cu(x,t) = D u(z,t), ecuacion tipo evolucion,  (13)
0

Dig.u(a:, t) + Cu(w,t) = D, u(x,t), ecuacién tipo onda, (14)
0

D2u(x,t) + Dyu(w,t) = Dgru(:c, t), ecuacion tipo mixta,  (15)

de tal manera que cuando a@ = 1y 8 — 1, lasecuaciones (13), (14), (15) se comportan
de forma clasica como se muestra a continuacion:

d d
4 -2 R
dxu(x, t) + Cu(z,t) dtu(a:7 t), CeR,

2
(z,t) + Cu(z,t) = %u(x,t), CeR,

—=Uu
dx?
2

& ety + 02

d
. au( —u(z,t), CeR.

x,t) = g

Solucion por producto de funciones

La metodologia usada en esta seccion consiste en reducir una ecuacion diferencial
parcial fraccionaria a dos ecuaciones diferenciales ordinarias fraccionarias que puedan
ser resueltas mediante la transformada de Laplace, de tal forma que la solucion del
problema inicial sea el producto de éstas. Para esto, vamos a considerar la derivada de
Riemann-Liouville de orden 2a centrada en a™ = 0, esto es, (D3¢). La construccion
de las soluciones por esta metodologfa puede ser resumidas en los siguientes pasos:
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Paso 1: Proponer una solucién de tipo producto de funciones u(z,t) = u(z)u(t) tal
que u(x), u(t) € C[0,b],y separar la parte espacial de la temporal.

Paso 2: Resolver las ecuaciones diferenciales fraccionarias homogéneas mediante la
transformada de Laplace.

Paso 3 : Expresar la solucion del problema original como un producto de funciones.

Para ilustrar dicho método, consideremos la siguiente ecuacion diferencial parcial
fraccionaria:

D(Q)%u(l_’ t) + C’U,($,t) = DOBJru(xv t)7 (16)

Comencemosconelpaso 1.Consideremos u(, t) = u(z)u(t) talque u(x), u(t) € C[0,b]
(o, B) € 10,1] x [0,1], (z,¢) € Q = [0,b] x [0,b] y b < oo. Reemplazando u(z, t)
en la ecuacion (16) y realizando algunos clculos directos se tiene que

L 2oz u(x :L b
o DBtu(@) + Cu(@)] = oo [Dgul®)]

Para que los dos lados de la ecuacion (17) sean iguales, estos deben ser igual a una
constante, por lo cual se tiene que

(17)

D2%¢u(x) + (C — Nu(z) =0, (18)
D§+u(t) — Au(t) =0. (19)

Continuando con el paso 2, buscamos soluciones para las ecuaciones (18) y (19) con
A € R. Estas soluciones pueden ser obtenidas mediante las siguientes proposiciones

Proposicién 6. Sea v [0,b] - R, A € R,y0 < a < 1, entonces laecuacion diferencial
fraccionaria ordinaria

D§.u(z) + Pu(z) =), PEeR, (20)
tiene como solucion

w(@) = At®Eoai1 (—P2%) + Dy (@) [m02®  Ba o (—P2®).  (21)

Demostracion. Sea u : [0,0) 2 R, A€ R, y 0 <« < 1, por lo cual tomando la
transformada de Laplace de (20) se tiene

L{Dgu(@)} + PL{u(@)} = 3,

— CLfu(@)} - Dy u(w)mo + PL()} =2 22

Ordenando la ecuacién (22) y mediante algunos célculos directos se tiene la siguiente
solucion

A Dy (@) a0 (23)
(s*+ P) (s*+ P)

L{u(w)} = -
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Finalmente, con ayuda de la ecuacién (8) con B =a+1, 8=« para el primer y
segundo término, se toma la transformada inversa de Laplace de la ecuacion (23). Asi
obtenemos

u(z) = Ae“Ey g1 (—Pz®) + Do_fl_a)u(a:ﬂz:oxa_lEa,a (—Pz). ™

Proposicion 7. Sea u : [0, > R, A€ R, y 0 < a <1, entonces la ecuacion
diferencial fraccionaria ordinaria

AD}u(z) + Bu(z) =\, A,BeR\{0}, (24)

tiene como solucién

A B (120 o B ,.
u(z) = ZxQQEQOL,?OH-l <_Zx20> + D0+(1 ’ )U(x)lx:0$2 1E2a,20¢ <—Z$2 )
+ D*(l—a)u(x” 2R —Em%‘
0+ =0 20,0 A . (25)

Demostracion. Sea u: [0,b) — R y 0 < o < 1. Entonces la ecuacion (24) puede
ser reescrita como

D2%u(z) + wu(z) = ¢, 26)

donde w? = £ y ¢ = 2 . Tomando la transformada de laplace de (26):
ay A

L{DE (@)} +w*L{u(@)} = £{c},
— s2L{u(z)} — s‘)‘DOﬁr(lfa)U(:E)h:o - D7(172Q)u($)|z=0 +w?L{u(r)} = g

0t

La cual puede ser escrita de forma reducida como

s L{u(a)} - s"A = A + o L{u(a)} = =, 27)

donde A; = Doj(l*a)u(z)h:o y Ay = D(;(l*m)u(a:)b:o. Ordenando la ecuacion
(27) y mediante algunos calculos directos se obtiene que

C + A~2 Alsa (28)
(820 +w?) (82 +w?) (s 4 w?)’

L{u(@)} =

Finalmente, con ayuda de la ecuacion (8) con S =2a+1, 8 =2a, f =« para el
primer, segundo y tercer término respectivamente, se toma la transformada de Laplace
del lado derecho de la ecuacion (28). Asi obtenemos

u(x) = cx”Eyg a1 (—w2™) + Ag2™ ™ Byo g (—w’2™) + A1z By o (—%2™) .

O equivalentemente:
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,(z,t) € Q2 =10,b] x [0,

Célculo fraccionario para ecuaciones diferenciales

A B ~(1-2a . B
u(z) = Z$2(1E2a,2a+1 <—Z$2a> + D0+(1 ? )u(x)|x:gz2“ ' Boaa (-sz)

(l-a o B ,,
-1—D0+(1 )u(x)lxzox B (—ZxQ ) m

Para concluir con el paso 3, usando las Proposiciones6con A = 0y P = Ay 7 con
A=1,B=(C—)\)y A=0 obtenemos que la solucion de la ecuacién diferencial
parcial fraccionaria (16) esta dada por

u(@,t) = (Dy (@)t Baaza (~(C = ™)
+ D7 (@) |02 B (—(C — A)ﬁa))

x (D—“—“)u(t)h:ota*lEa,a (—At“)) .

ot
De tal forma que se puede enunciar el siguiente teorema:

(t) talque u(),u(t) € C[0,b],(a, B) € [0,1] x [0,1]

Teorema4.Seau(z,t) = u(z)u
bl , b < oo, entonces la ecuacion diferencial parcial fraccionaria

Ditu(z, t) + Cu(z,t) = D0+u(x t),
tiene como solucion
u(z,t) = (Do_fl_za)u(x)|z=0$2“_1E2a,2a (=(C = N)a™)
D, (@)oo B (—(C — N)2))
X (Do) 1=t Baa (<A8%))

donde C € R, (o, 8) €[0,1] x [0,1], (z,t) € @ =[0,b] x [0,1], b < 0.

De manera analoga, usando apropiadamente las Proposiciones 6 y 7, se demuestra el
siguiente teorema:

Teorema 5. Sea u(z,t) = u(z)u(t) tal que u(z) u(t) € C[0,b] (a,f) € [0,1] x [0,1],
(z,t) € 2 =10,b] x [0,b], b < oo, entonces la ecuacion diferencial parcial fraccionaria

D u(z,t) + Cu(x,t) = D0+u( t),
tiene como solucion
u(@,t) = (D" u(@) =0z~ Eao (~(C = N)a®))

% (Do ()=t B (M)

donde C' € R, (o, B) € [0,1] x [0,1], (z,t) € Q = [0,b] x [0,b], b < 0.
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Solucion por integracion directa

La metodologia usada en esta seccién consiste en integrar directamente la ecuacién
diferencial parcial fraccionaria, de tal forma que, tomando en cuenta la relacién entre
la integral y la derivada fraccionaria, se encuentra una ecuacién cuyos términos
son Laplace transformables. Para esto, vamos a considerar («, 3) € [0,1] %[0, 1]
(@, t) € Q = [@o, Xo] X [to, To], To,to >0, Xo, Ty < oo, tal que u(z,t) admite
derivadas fraccionarias integrables. La construccion de las soluciones por esta
metodologia puede ser resumida en los siguientes pasos:

Paso 1: Se integra directamente y se toma en cuenta la relacion entre la integral y la
derivada fraccionaria (Teorema 2).

Paso 2: Se aplica la transformada de Laplace para llegar a una ecuacion integral de tipo
Volterra de segunda especie.

Paso 3: Se resuelve la ecuacion integral y se simplifica.
Paso 4: Se toma la transformada inversa de Laplace.

Para ilustrar dicho método consideremos la siguiente ecuacién diferencial parcial
fraccionaria:

Dt u(z, t) + Culx, t) = Dﬁ)+u(w, t). (29)

Comencemos con el paso 1. Consideremos la ecuaciéon (29), donde C € R,
(@, 8) € 0,1]x[0,1], (2,t) € Q = [0, Xo] X [to, To] , mg,t0 > 0, Xo, Ty < 00, Y

u(z, 1) admlte derivadas fracoonanas sumables D"tl y Df+ Aplicando el operador
integral I"‘ a los dos lados de la ecuacion (29) y, tomando en cuenta la relacién entre
la mtegral y Ia derivada fraccionaria enunciada en el Teorema 2, se tiene que

T —20)* A7) N N o
u(:t,t)*ﬁD:ﬁu(xo,t)f%];N u(zg,t)+CIzoﬁ1u( t)=1TI +1D5+u(x t).

- . B L .
De forma similar, aplicando el operador Ito+ a los dos lados a la ecuacién anterior y
utilizando el teorema de Fubini, se toma en cuenta la relacion entre la integral y derivada
fraccionaria enunciada en el Teorema 2 de tal forma que se obtiene

T — 1) T — 1) “
2 utet) S D8 o) - (T(’)Iﬁ ISl 1) + CI L (e, )
t—to)"!
=1 |u(a,t) - (Gl Pulz,to)

NG

la cual es equivalente a
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donde fo(t) = I, fu(xo,t), fi(t) = Do u(zo,t) y go(x) = It Pu(x, 1), que son
las condiciones de Cauchy.

Continuando con el paso 2, se toma la transformada de Laplace respecto a t de la
ecuacion (30) y utilizando sus propiedades de convolucion se obtiene que

sPU(x, 5) — Ms’ﬁﬂ(s) - ws’ﬁﬂ)(s) + 08775) /I(x —y)*U(y, s)dy

Il1+4a) I'(a) Mla+1
1 T
vy / (@ =y Uly. sy — s L () BN

Multiplicando la ecuacién (31) por sP y reorganizando sus términos obtenemos la
siguiente ecuacion de tipo Volterra:

(z = 20)° (z —20)* ! —tos Ta+1
U, s) =3 oy PO+ o) — e Ll o(a) .
sh— z
’ % /10 (& —y)Uly, s)dy,

Procediendo con el paso 3, se toma en cuenta que la ecuacion (32) en virtud del Teorema
3, tiene como Unica solucion

Uz, s) = (136(1_ f?i;ms) + }Zii’ia* Fo(s) — eI go(w)
+ (577 = C)/ (@ = 9)* Barras ((57 = O)(z —1)*) -

Zo

(y — 20)* . (y — mO)Oﬁl e—tos ja+1 ,
(P Ao + S e - iew) oo

Dada la convergencia de las integrales y las series en la ecuacién (33) podemos
intercambiar éstas y reescribirla de la siguiente forma:

20
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Uz, t) = (. — 20)* ' Easra ((s7 = O)(x — 20)*"") Fy(s

=

+ (& = 20)*Batran ((8" = C)(x — 20)*") Fi(s)
_ elos Z(Sﬁ _ O)n[z:Il (a+1)g (x)
n=0

Para concluir con el paso 4, se requiere cancelar la transformada de Laplace, por
consiguiente tomamos en cuenta su forma distribucional y con ayuda del teorema
multinomial y mediante algunos calculos directos, podemos dejar la solucion expresada
en términos de la funcién de Mittage-Leffler

u(@,t) = (@ = 20)" " Easra (D) = O)x = 20)"") fals)
+ (2 = 20)" Eat1,041 ((Dﬁ,+ - O)(x - xo)aﬂ) fi(s)

= [ =0 B (0] = O = 9)°) 6t = toluly)iy

0

Donde go(z) = 11 Su(z,to), folt) = + “u(zo,1), f,(t) = D2 u(xo,t)y 6 es la
funcion delta de Dlrac

De tal forma que se puede enunciar el siguiente teorema

Teorema 6. Sea C € R, (a,B) € [0,1] x [0,1], (z,t) € Q = [x0, Xa] X [to, To)
To,tg >0, XO,TO < oo, tal que u(z,t) admite derivadas fraccionarias integrables
Datl Yy Dt .. Entonces la ecuacién diferencial parcial fraccionaria

D;‘;fu(x,t) + Cu(z,t) = Di+u(x7t),

tiene como solucién

u(@, 1) = (¢ = 20)" " Bura (D = O)(x = 20)™*") fols)
+ (@ = 20) Barsan (D) = O = 20)™") i(s)
- / @ ) Eusran ((Dfo+ —O)(w — y)“) 3(t = to)go(y)dy,

0

donde go(z) = I'; o Bu(a,to), folt) = % “u(zo,t), fi(t) = D¥%u(xo,t) y § es la
funcion delta de Dirdic.
Andlogamente se puede demostrar el siguiente teorema

Teorema7.5eaC' € R(a, 8) € [0,1] x [0,1](x,t) € Q = [0, Xo] X [to, To], To,to >
0, Xo, Ty < oo, tal que u(z, t) admite derivadas fraccionarias integrables Dy vy Dﬁ) +
Entonces la ecuacion diferencial parcial fraccionaria

D¢ u(z,t) + Cu(x,t) = Dt Lu(z,t),
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tiene como solucion
w(z,t) = (x—20)* " Eao (D, = C) (& —20)*) folt)
) 0 a,a tot 0 0

- [ =0 B (D = O = )°) 300 - ()

0

donde go(z) = I e u(z to), fo(t) = + TYu(xo,t) y § es la funcién delta de Dirac.

CONCLUSIONES

bien el uso de la transformada de Laplace es un gran método para resolver
ecuaciones diferenciales, éste puede involucrar célculos extremadamente dificiles. A
pesar de que una gran cantidad de transformadas inversas de Laplace de funciones tipo
s%(a+bs”) pueden ser expresadas mediante la funcion de Mittage-Leffler, el calculo
de transformadas inversas de Laplace estd limitado por el orden de «, ya que al ser éste
variable, es dificil encontrar una factorizacion adecuada mediante fracciones parciales.
Dicho esto, se puede observar que proponiendo una solucién de tipo producto
de funciones podemos llegar a encontrar de una forma mas sencilla la solucion de
una ecuacion diferencial parcial fraccionaria de segundo orden, reduciéndola a dos
ecuaciones diferenciales ordinarias fraccionarias homogéneas. A pesar de ello, la
propiedad de semi-grupo de la derivada fraccionaria de Riemann-Liouville nos dice que
para derivadas de orden 2« nuestra solucion solo es vélida para o € (%, 1).

Por otro lado, se puede observar que la relacién entre la integral y derivada fraccionaria
puede llevarnos a encontrar ecuaciones de Volterra de segunda especie. Si bien es
cierto que la importancia del orden de integracion y derivacién depende del espacio
en donde se trabaje, el uso de funciones Ly nos permite llegar a ecuaciones de Volterra
de segunda especie, asegurando asi una Unica solucion. Hay que destacar que la
existencia de la ecuacion de tipo Volterra depende de que todas las derivadas respecto
a la misma variable tengan el mismo orden, es decir no se puede tener derivadas de
orden D“+1 y D"‘ dentro de una misma ecuacién diferencial parcial fraccionaria si se
desea buscar una Solucion por el método de integracién directa. La ventaja de usar el
método de integracién directa es que permite extenderlo a multiples dimensiones de
una manera mucho mas simple que el método de la solucién por producto.

La particularidad de estos métodos es que estan limitados a coeficientes constantes
por lo cual el siguiente paso a seguir serfa trabajar con ecuaciones diferenciales
fraccionarias, parciales y ordinarias con coeficientes variables. Para esto, se propone en
un futuro definir de una manera conveniente la ley de la cadena y expandir al método
de Frobenius al caso fraccionario, ya que muchas de las ecuaciones diferenciales que
describen fendmenos fisicos son resueltas por estos métodos. En particular, el método
de Frobenius nos ayuda a resolver ecuaciones diferenciales cuya solucién son funciones
especiales, como los polinomios de Hermite o Laguerre [2], de tal forma que extendiendo
el método de Frobenius al caso fraccionario podamos calcular funciones especiales de
orden no entero.
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Finalmente, este trabajo se limitd a buscar soluciones generales a las ecuaciones
diferenciales parciales fraccionarias propuestas, por lo que no se profundizé sobre
problemas de valores iniciales y problemas de valores de frontera especificos sobre los
resultados obtenidos. Sin embargo, las soluciones obtenidas consideran las condiciones
iniciales y condiciones de frontera como constantes, de tal forma que los grupos de
trabajo interdisciplinario puedan usarlas con mayor libertad.
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Ambos autores contribuyeron en partes iguales en todas las etapas de elaboracion del
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