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Resumen

Se describe lo que le sucederia a un observador al caer hacia el horizonte de sucesos de un agujero
negro de Schwarzschild, asi como la existencia de una 6rbita circular estable alrededor de dicho
agujero. También se analiza la posible produccion de agujeros negros cuanticos en aceleradores de

particulas como el LHC.
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1. Introduccion

Entre 1908 y 1914, Albert Einstein realizd varios
intentos sin éxito para obtener una teoria de la
Gravitacion que fuera compatible con la Teoria Especial
de la Relatividad (1905). En 1915 finalmente lo logrd y
la llamé “Teoria General de la Relatividad[1]. Para la
formulacion de la Teoria General de la Relatividad,
Einstein se basé en el principio de equivalencia[2] entre
la masa inercial (una medida de la resistencia que
presenta un objeto a adquirir movimiento acelerado
cuando se le aplica una fuerza) y la masa gravitacional
(la masa del objeto en un campo gravitacional), el cual a
su vez implica la imposibilidad de distinguir entre
aceleracion y gravedad. En palabras de Einstein[3]: “Un
observador encerrado en un elevador no tiene forma de
saber si el ascensor estd en reposo (0 moviéndose con
movimiento rectilineo uniforme) en un campo
gravitacional estatico o si estd moviéndose en una region
libre de gravitacion con un movimiento acelerado que es
mantenido por fuerzas que actian sobre el
elevador” Einstein se dio cuenta de que esta
equivalencia so6lo podia mantenerse si existia una
conexién entre la fuerza gravitatoria y la geometria del
espacio.

La genialidad de FEinstein fue suponer que el
espacio-tiempo no es plano, sino que estd curvado
debido a la distribucion de materia y energia en €l
presente. Asi por ejemplo, la Tierra se mueve alrededor
del Sol en una orbita eliptica, no debido a la accidén de
una fuerza gravitacional, sino mas bien debido al hecho
de que el espacio-tiempo alrededor del Sol esta curvado;
entonces, la Tierra sigue la trayectoria mas parecida a
una recta en el espacio-tiempo curvo. La superficie de la
tierra, por ejemplo, es una superficie curva
bidimensional sin bordes o limites; sobre dicha
superficie la distancia mas corta entre dos puntos no es
una linea recta sino un arco de circulo maximo llamado
geodésica. Una geodésica es la distancia mas corta entre
dos puntos en una superficie curva. La distancia mas
corta entre dos acropuertos (por ejemplo los acropuertos
de Quito y Boston) es una geodésica, de manera que si

quisiéramos ir de Quito a Boston lo mas rapidamente
posible tendriamos que viajar a lo largo de la geodésica
que conecta dichas ciudades.

En Relatividad General, las trayectorias de particulas
sujetas a la accion de fuerzas no nulas se pueden
interpretar como geodésicas en un espacio donde el
tensor de curvatura de Riemann-Christoffel  (que
determina la curvatura del espacio-tiempo) no es nulo.
Esto es equivalente a introducir marcos de referencia
acelerados, que se mueven de tal forma que las fuerzas
que actuan sobre las particulas se anulan. Por lo tanto, el
concepto de fuerza no necesita entrar en dindmica, y las
trayectorias de las particulas se pueden interpretar como
geodésicas cuyas propiedades vienen determinadas por
las propiedades métricas del espacio-tiempo. Asi, la
gravedad tiene un origen puramente geométrico. La
presencia de un campo gravitatorio modifica la
estructura del espacio-tiempo. En la Teoria General de
la Relatividad el espacio y el tiempo constituyen una
estructura geométrica curvada en forma continua. La
gravedad es una distorsidon en la curvatura del espacio-
tiempo.

—

« circulo
maximo

Seoddsicas

La Teoria General de la Relatividad se resume en 14
ecuaciones: las ecuaciones de campo de Einstein y las
ecuaciones de las geodésicas[3]. Utilizando las
ecuaciones de campo, se puede determinar la métrica
del espacio-tiempo para una distribucion dada de
materia o energia (el tensor métrico describe la
desviacion del teorema de Pitdgoras en un espacio
curvo). Partiendo de estas ecuaciones, se pueden hacer
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toda una serie de predicciones extraordinarias como por
ejemplo: el avance del perihelio del planeta Mercurio,
la desviacion de la luz debido al campo gravitacional del
Sol, el corrimiento al rojo gravitacional, el retardo de
las sefiales de radar reflejadas en un planeta o satélite, la
existencia de ondas gravitacionales (perturbaciones del
campo gravitacional que se propagan a la velocidad de
la luz), las lentes gravitacionales, la expansion del
universo, etc.. Sin embargo, una de las predicciones
mas notables, y a la que dedicaremos el presente articulo
es la existencia de objetos con propiedades muy
extraiias denominados agujeros negros. En particular
analiza-remos lo que le sucederia a un observador al
caer hacia el horizonte de sucesos de un agujero negro
de Schwarzschild (un agujero negro esférico, sin carga
eléctrica y desprovisto de movimiento de rotacion).

2. Ecuaciones de campo de Einstein

La Teoria General de la Relatividad se resume en 14
ecuaciones. Las ecuaciones de campo de Einstein (que
representan en total 10 ecuaciones escritas en forma
tensorial)[2,3,4,5]:

1 877G
R#V—ERgW—ﬂ,gW: c4 T#V (2.1)
y la ecuacion de las geodésicas (cuatro ecuaciones):
d*x* dx” \ dx°
o =0 (2.2)

ds®> "\ ds ds

En (2.1) R= gaﬂRaﬁ A R#V se le denomina
Tensor de Ricci, el cual se define a partir del Tensor de

Riemann-Christoffel ( R :lpa ) que determina la

curvatura del espacio-tiempo: R, = R}, donde

R =2 (v )

vpa_é,xp vo

(2.3)

a (e Jr re —re

o ap”vo vpt aoc
ox

g, ¢s el tensor métrico; este tensor determina las

propiedades métricas del espacio-tiempo. T uv €8 el

tensor energia-cantidad de movimiento (toma en cuenta
todos los campos de materia y radiacion presentes). G
es la constante de gravitacion universal; su valor es
6.673 x 10" N'm* / Kg’. La constante ¢ es la velocidad
de la luz (trescientos mil kilometros por segundo).
Finalmente A es la constante cosmolégica introducida
por Einstein en 1917. Es una medida de la contribucion
a la densidad de energia del universo debido a las
fluctuaciones del vacio. Originalmente, Einstein la
introdujo para evitar la expansion del universo, ya que €l
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crefa en un universo estatico. Su valor es [A| < 3 x 107”7
m™. El inverso de la raiz cuadrada del valor absoluto de
la constante cosmologica mide la escala de distancia en
la cual la geometria del espacio-tiempo es afectada por
fluctuaciones del vacio; su valor coincide con el tamafio
del universo visible: 10*° metros. En el marco de la
Teoria General de la Relatividad la gravedad es una
distorsion en la curvatura del espacio-tiempo.

En el marco de la Teoria General de la Relatividad la
gravedad es una distorsidon en la curvatura del espacio-
tiempo. En (2.2) se representa el arco de curva, y
satisface la relacion

(ds)zzgﬂvdx”dxv (2.4)

l—‘;’g son los simbolos de Christoffel de segunda
especie

r# _l et agﬂ“ .ag‘”" Oﬁjgf"’
po

2g ox° I ox?  Ox*

x* es el cuadrivector posicion de la particula. Las letras
griegas como: 4, V, P, etc.toman los valores 0, 1,2y
3. Hemos adoptado la convencién de suma de Einstein
en la que se suma sobre indices que se repiten dos veces.
En coordenadas esféricas x° =cft, x'= v, x?= o y
X’ =g

Nota: Las ecuaciones de campo (2./) se pueden deducir
a partir de la “Accidén de Einstein-Hilbert”[5]:

S=[d*x\-g[Ls—2kL,+24] 2.5)

donde LG =R =g""R,,, Lr es el Lagrangiano de todos
los otros campos de radiacién o de materia.,
g = det(gy), y k = 8nGc™.

El tensor energia-cantidad de movimiento 7, estd
relacionado con el lagrangiano Lr a través de la

ecuacion:
olen)
ag"”
e 26
uv \/__g ) 5 ﬁ( \/;LF) .
axa 0,’ Of;gyv
ox”

3. Métrica de Schwarzschild

Para un campo gravitacional estatico con simetria
esférica las ecuaciones de campo de la Teoria General



de la Relatividad nos conducen al intervalo invariante
(métrica de Schwarzschild)[2,3,5]:

(ds) =pledt) =y (dr) - 5
¥2(dO) = (sin Odg)’ '

de manera que el tensor métrico covariante esta dado por
la matriz:

y 0 0 0
0 -4 0 0
vl 0 -2 o0
0 0 0 —rsin’0

y el tensor contravariante correspondiente es:

' 00 0
oo 0 70 0

0 0 —r? 0

0 0 0 —r7sin?g

donde y=1- ﬂ, M es la masa del objeto que genera
rc

el campo gravitacional, 7, @ y @ son las coordenadas
esféricas de un punto alrededor de la distribucion de
masa y ¢t es el tiempo coordenado. El intervalo
invariante se puede escribir en términos del tiempo
propio como ds = cdt El tiempo propio representa el
intervalo de tiempo medido por un observador inmerso
en la region del campo gravitacional. En cambio, el
tiempo coordenado, es el intervalo de tiempo medido
por un observador muy alejado de la fuente o las fuentes
del campo gravitacional.

La ecuacion (3.1) presenta dos singularidades. La

primera singularidad se da cuando y =0, es decir

cuando el radio es igual al radio de Schwarzschild:
2GM

r=r =

s 2
C

(3.2)

que define la frontera o el horizonte de sucesos para un
agujero negro. Esta es una singularidad matematica pues
puede ser removida mediante una conveniente
transformacion de coordenadas, como la introducida por
Eddington en 1924 o Finkelstein en 1958[6]:

[=t+ ——1

¥

(3.3)

Q|
=3

: ‘

En efecto, con las transformaciones (3.3), el intervalo
invariante se escribe

(dszyc{lf_sjw)z_

7

(1+F—S](dr )i (3.4)

7

2 dT dr—r (dQ)

r

donde (dQ)* = (d6)* + Sin*0 (dp)* es el elemento de
angulo solido elevado al cuadrado. La ecuacién (3.4) no
contiene mas la singularidad en r = r,. La otra
singularidad se presenta en 7 = 0. En dicha singularidad,
todas las leyes fisicas conocidas fallan, y la curvatura
del espacio-tiempo es infinita.

La primera transformacién en (3.3) :

~ v, r

t=t+-=Inj—-1
c

describe un agujero negro; mientras que la segunda:

~ 7, r
f=t—SIn|--1
C T

N

representa lo que los fisicos han denominado un
“agujero blanco ” emitiendo material a partir de una
singularidad en » = 0 hacia el espacio-tiempo. No
conocemos ningun proceso fisico que pueda dar lugar a
la formacion de un objeto de estas caracteristicas. La
singularidad que diera origen al universo segun el
Modelo Standard de la Gran Explosion es un ejemplo de
agujero blanco.

Si tenemos dos eventos que ocurren en un punto fijo del
espacio, podemos escribir a partir de (3.1):

(dr) { 1—2G]2V[](dz ) (3.5

rc

o, tomando hasta términos de primer orden en

2GM/rc?

(dr) :(1 + j(df)z (3.6)

Esta ultima ecuacion nos dice que, para un observador
distante, los intervalos de tiempo estan dilatados.

2GM

2
rc

4. Ecuacidn de conservacion de la energia

Consideremos una particula de masa m que se mueve en
un campo gravitacional (creado por una masa M) con
simetria esférica en el plano 8= /2. Recordando que ds
= c dt, la ecuacion (3.1) se puede escribir en la forma
(luego de multiplicar por m”)
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2 2
dt dr
mici=ym?ctl LL | | 4L
d 2
_rz(_(ﬂ] ?
dr

La ecuacion de las geodésicas (2.2), se puede escribir
para =10

d*x° dx® \ dx'
o :21“(?{ 0 J( 0 jzo 4.2)

dy
dr

4.1)

donde Ty= ( J, x’=cty x'=r.

Los demas simbolos de Christoffel son iguales a cero.

dy | dr d}/
Como | — , (4.2) se reduce a:
dr \dr | \dr

LA 4.3)
dz' dz' '

de donde obtenemos

dt
7[%} = constante (4.4)
Definiendo
E=ymc [;{;] 4.5)

vemos que en virtud de la ecuacion (4.4), E es una
constante. En el caso en el que el campo gravitacional es
muy débil, ¥ =1,y el lado derecho de la ecuacion (4.5)
se reduce a la expresion que nos da la energia de una
particula (energia en reposo + energia cinética) en el
contexto de la Teoria Especial de la Relatividad.

Para y1= 3, la ecuacion de las geodésicas se reduce a

2
d (20+2 deldrl, (4.6)
dr dr a’r

donde hemos usado:

1

I;=l; =;;rj3 =I,=cotd;

los demas simbolos de Christoffel son iguales a cero.

82

La ecuacion (4.6) también se puede escribir:

i( rZ@] =0 (4.7)
dr\  dr
Si definimos
do
J=r'=t 4.8
7 s 4.8)

la ecuacion (4.7) nos dice que J es una constante. Dicha
constante J representa simplemente el momentum
angular por unidad de masa de la particula.

Introduciendo E en (4.1), podemos escribir:

1 (arY 1 (dp\ GmM
—m| — | +=ymr-| —/— | — =
2 \dr 2 dr 7

1 E?
_( —mc? JET:COI’ZSI‘ ante

(4.9)

2
2\ mc

dr_{ dr d(p dr
y puesto que ——=
dr dgo dr dgo

se tiene también,

2 v \do

LmJ*( dr ’ 1 (J*) GmM
+5;/mr — =T (4.10)
r r

La ecuacion (4.9) es el equivalente, en el espacio-
tiempo de Schwarzschild, de la ecuacion cldsica de
conservacion de la energia.

5. Cayendo hacia un agujero negro de Schwarzschild

Supongamos que una sonda espacial tripulada de masa,
m, cae desde el reposo (desde una distancia muy
grande), en direccion hacia un agujero negro de
Schwarzschild (un agujero negro esférico, sin carga
eléctrica y desprovisto de movimiento de rotacion). Si la
nave se mueve en direccion radial, en el plano &= /2,
y si por simplicidad hacemos ¢ =0° en la ecuacion
(4.9), puesto que E = mc”, tenemos:

1 (drY GmM
“m = | — =0 (5.1)
2 \dr 7

donde M es la masa del agujero negro y 7 es el tiempo
propio medido por un observador a bordo de la nave. En
términos del radio de Schwarzschild, »; la ecuacion
(5.1) se puede escribir




(ﬂT =k (5.2)
dr r '

Sacando la raiz cuadrada de la anterior expresion y
haciendo separacion de variables, obtenemos la
siguiente integral:

- » 1/2 1
Idr:— I(Lj —dr
7y 0 l’; ¢

en la integral, hemos tomado un signo negativo al
extraer la raiz cuadrada, debido a que el viaje es hacia el
interior del agujero negro. 7, es el tiempo propio en el

cual la sonda alcanza el centro del agujero negro. El
resultado de la integracion es:

12
w(r)=r 2r 1 (5.3)
° 3elr, '

de manera que en el radio de Schwarzschild 7, tenemos,

2r,
wr)=7,- 3¢

de esta ultima relacion podemos deducir que

Ty (5.4)

3¢?

La ecuacién (5.3) nos da el intervalo de tiempo, medido
desde el horizonte de eventos, en el que la sonda
alcanzaria el centro del agujero negro. Para un agujero
negro con una masa igual a 10 veces la del Sol, la nave
llegaria al centro del agujero negro en 6.6 x 107
segundos.

Veamos ahora como veria un observador muy alejado
del horizonte de sucesos del agujero negro el descenso
de la nave. Si partimos de la ecuacion (4.5) , con E =
mc®, (debido a que la nave cae a partir del reposo desde
una distancia muy grande), podemos escribir:

(l—r—sjdt:dr (5.5)

r

a partir de (5.2) y (5.5) (tomando el signo negativo al
extraer la raiz cuadrada) tenemos:

- 1/2
dr=—c| —

r

- 1/2 - (5.6)
dr=—c| = 1— |dt

r r

Haciendo separacion de variables e integrando obte-
nemos:

r 3/2
I, =—Ll/2 J'V—dr (5.7)
Cl’;} 0 (7"—1"0)
que nos da
B 3/2 172 7]
3\, r,
- 12
t=t,+-* (VJ 41 (5.8)
c r,
In 12
rY

donde 7, es el tiempo, visto por un observador muy
distante, que se demora la sonda en alcanzar el centro
del agujero negro. En el limite cuando r se aproxima al

radio de Schwarzschild (l’s ), el tiempo se hace infinito .

La ecuacién (5.8) nos dice que para un observador muy
distante, el viaje de la nave hacia el horizonte de sucesos
del agujero negro duraria toda la eternidad.

Si, ¥>>r;

12
{:} +1 NG
KNS
7

que es muy pequefio, por lo que para grandes valores de
7 podemos escribir

3/2 1/2
2(r, \ 7 r.\ r
tat,——| = | —| 2=~ (5.9)
3\c \r, c \r,

6. Orbita estable alrededor de un agujero negro de
Schwarzschild

La ecuacion correspondiente al arco de curva (2.4) se
puede escribir de una forma mas general (recordando

que ds = ¢ dt) como:

K=guwx"x" (6.1)
I parageodésicascuasi— temporales
k=40 parageodésicasnulas(luz)

—1parageodeésicascuasi— espaciales

. dxﬂ
Donde y* = J
T
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(7 es el tiempo propio). A K se le conoce con el nombre
de parametro afin. Trabajando en un sistema de unidades
en el que ¢, G son iguales a uno (para facilitarnos los
calculos), la ecuacion (6.7/) es, para la métrica de
Schwarzschild:

N RaGmC!
i)

donde el punto sobre 7, r, 6 y @ significa que estamos

derivando con respecto al tiempo propio.

Usando

(6.2)

—7(t) J=r (co)

slm

(ver ecuaciones (4.5) y (4.8)) y tomando 8= 7/2, la
ecuacion (6.2) nos conduce a:

2M JP) 1,
(I”) 2(1—7)[1(4-,”—2}—56' (63)

que también se puede escribir:

_( Y+ 1[1_2_MJ[K+J_22J:132 (6.3a)
r 2

r

En esta ultima ecuacion, podemos identificar al segundo
término del lado izquierdo, como el potencial efectivo
por unidad de masa (comparen dicha expresiéon con la
ecuacion clasica del movimiento radial de una particula

o . 2
de masa unitaria y energia ¥2 €°):

V(iry=— (l—&/[j(/c+ J—j]
r r

5 5 (6.4)
1 M J o MJ
=—K—— + —_— 3
2 r 2r° r
2
donde — ——XK representa el término Newtoniano, —
r r
- , M s
es el término centrifugo y — 3 ©s un término
r

adicional que domina sobre el término centrifugo para
pequetios valores de r.

Para geodésicas nulas (kK= 0 ), el potencial es:

J M
Vin=—-— (6.5)
272 r
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Esta funcion de potencial tiene un maximo en » =3 M,

3GM

o restaurando G y ¢, en ¥ =———, que corresponde a

una orbita circular inestable de un rayo de luz alrededor
del agujero negro.

Para geodésicas cuasi-temporales,

M J M
Viry=—-———+—-— 6.6
()= 2 r 27 r (00
Donde (6.6) tiene un maximo en
12
r
n=r, 1—(1—34] (6.7)
Ty
y un minimo en
12
7
r=r1+ [l - 3—5] (6.8)
7

donde r;=2 My r, =J2/l’;. El valor mas pequefio de

7, se lo obtiene haciendo r; = 375y €s Fomin = 37. Es
decir que la drbita circular estable mas pequefia para una
particula alrededor de un agujero negro de
Schwarzschild se encuentra a una distancia del centro
del mismo igual a tres veces el radio de Schwarzschild.
Reemplazando el valor de 7y, en (6.3a) con K = 1,

obtenemos para dicha orbita circular &= 8/9, por lo

12
que F :(J mc? (restaurando A3 ).
9

La energia liberada cuando material formando un disco
de acrecion alrededor del agujero negro cae hacia la

12
mencionada Orbita es: 1—(—) mc?, es decir

aproximadamente el 5.72% de su energia en reposo.

Calculemos ahora la velocidad de una particula de masa
en reposo, 7, en una oOrbita circular estable alrededor de
un agujero negro de Schwarzschild. Para dicha orbita, la
métrica (3.1) se puede escribir (suponiendo que el

movimiento es en el plano 8 = 7/2):

2 2
cz=}/cz(%j —r{%) (6.9)

12
Si en la ecuacidon (4.5) hacemos E:(§j mc?,

obtenemos —+/2 . Introduciendo dicho valor en (6.9)
d T



d
y puesto que la velocidad de la particulaes v = r(d—(o],
T
obtenemos
C

(6.10)

e

que es aproximadamente el 58% de la velocidad de la
luz. El periodo orbital de la particula medido por un
observador local estacionario es

o 6zr, 1 27\3GM

3
v C

(6.11)

donde M es la masa del agujero negro. Para un agujero
negro supermasivo con una masa igual a mil millones de
veces la masa del Sol, el radio de Schwarzschild seria
aproximadamente igual a 19.66 veces la distancia entre
la Tierra y el Sol. El radio de la orbita circular estable
mas pequefia alrededor de dicho agujero equivaldria a
unas 58.98 veces la distancia entre la Tierra y el Sol con
un periodo orbital de 3.71 dias. El tiempo coordenado
correspondiente (medido por un observador muy alejado

del agujero negro) serfa: # = (V2)7=5.25 dias.
7. Ecuacion de desviacion de la geodésica

i) Derivada absoluta o intrinseca
La derivada absoluta o intrinseca

contravariante 4% se define [7]:

SA"_ dx” _( 5A4° jdx

= - T 47
st Pdr \oxf P

de un vector

(7.1)

Donde 7 es el tiempo propio.

Por otro lado, la segunda derivada absoluta o intrinseca
del vector contravariante A” esta dada por la expresion:

§24° S5 (54
st o\ or
d>A° OT5,(dx* JAy(dxﬂ }

dr? I ox" L dr dr
4 2. B
ore dA” \ dx” T A7 d x2
dr d dr
dx" \ dx”
+I9T7 A° —_—
prove [ dr J( dr ]

ii) Ecuacion de desviacion de la geodésica

(7.2)

Consideremos un vector £ en el espacio tiempo que
conecta dos puntos ubicados en dos geodésicas muy

proximas en x"y x"+&". Para cada geodésica podemos

escribir:
d’ x" dx
I <>( j{ er 0 "3
d*(x"+&Y )+
dr?
d(x+&) Y d(x+&)” 79
o257
T
En primer orden en &
I, (x+6)=T (x)+ “5 (7.5)

Introduciendo (7.5) en ( 7.4) tenemos en primer orden en

E:
dzxv+d2§”+rv x )[ j[dx j+
dr®  dr’ dr
d&’
J[ drj o5
Rt ég,{czxi j{dx"]:o
ox° dr dr

Restando (7.3) de (7.6)
2 gv Yol
4o —+2I (x ) de +
dr’ dr

or;, 2 dx” \ dx* »
ox° dr dr

Usando la ecuacion (7.2) , reemplazando

21 (x )[

(7.7)

A—>¢E
52§2V d*&v a"r,zy(dxﬂ e dx” N
or dr? k dr dr

2r;p(dfpj[ j [dd f} o9
T

v oy dx“

e )
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Si en el segundo término del lado derecho de la ecuacién
(7.8) hacemos los siguientes cambios de indices: f— 4,

y—>p y MU—> o e introducimos la ecuacion (7.7)
tenemos:

or¢&v Ir,  (dx* Y dx°
2 " +
or ox” dr )\ dr

or;,(dx? ), [ dx* d’x’
+7 &7 + (7.9
ox° k dr jf dr 5o dr? 75

a B
I f”(dx j(dx j
rer dr )\ dr
De la ecuacion de la geodésica sabemos que

dzxﬁ__rﬂ dx* \ dx*
dr?’ #\de | dr

por lo que (7.9) se puede escribir:

52 §V ~
or’
_0”1";/3 _
ox’
i , (7.10)
£ dx* \dx° ) T},
dr \ dr )| Jdx*
| R B
usando (2.3) obtenemos
S5 &Y dx* \ dx°
c g B R (7.11)
or dr dr
como RZGP :_R/ll/pa’ ysien (7.11) cambiamos
y— B, p—> ¥y 0—> i obtenemos finalmente
5 EY dx” dx*
—2+R} & — =0 7.12
T’ pruc dr dr (712

A (7.12) se le conoce como ecuacion de desviacion de
14
Bru

de segunda especie. La expresion (7./2) nos da la
aceleracion relativa entre dos particulas moviéndose a lo
largo de geodésicas proximas.

la geodésica. R es el tensor de Riemann-Christoffel

Consideremos un observador que caiga libremente desde
el reposo, en direccion radial, hacia el horizonte de
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sucesos de un agujero negro de Schwarzschild. Si caeria
desde un punto muy alejado con respecto a dicho
agujero, entonces, la aceleracion relativa de dos puntos
del viajero (por ejemplo la rodilla y el corazén) se
podria determinar usando la ecuacién de desviacion de
la geodésica. Puesto que nosotros estamos interesados
Unicamente en la componente tangencial, podemos
escribir:

52E? dr’ dr
5—§+R§20 202(%) +R], Z(d—g =0 (7.13)

donde
2 yrs 2 ’/.'v
Rozo = F y 121 — 2}’37/
2GM
=1-=3
rc

Usando la ecuacion (4.5) con E = mc? tenemos:

(ﬂj = l (7.14)
dr) y '
adicionalmente, la ecuacion (4.9) se puede escribir
(drT 2GM

— | = (7.15)
dr r

de manera que la aceleracién de marea es:

5
or’ GM
0= 2 3
4 r (7.16)

Para un agujero negro con M =10M,, a una
distancia ¥ = 1000 Km del centro del agujero negro,
tendriamos

2
01327375

m

Esto significa que la aceleracion relativa de dos puntos
de un viajero separados una distancia de un metro seria
de — 1327.3 m / s*. Esta aceleracién, es tan grande, que
lo terminaria triturando.

8. Evaporacion de un agujero negro

Al introducir la mecanica cudntica en la teoria de los
agujeros negros, la entropia finita de un agujero negro,
implica que dichos agujeros pueden crear y emitir
particulas, antiparticulas y radiacion.

La temperatura de la radiacion emitida por un agujero
negro se puede estimar a partir del principio de
incertidumbre de Heisenberg [6]. Consideremos un
agujero negro de Schwarzschild (un agujero negro



esférico, desprovisto tanto de carga eléctrica como de
movimiento de rotaciéon). La posicion de un foton
emitido desde la superficie del horizonte de sucesos del
agujero negro tiene una incertidumbre del orden de

277, donde 1 =2GM/c* es el radio de
Schwarzschild. La incertidumbre en la cantidad de
movimiento del foton es

h he?

Ap~ = 8.1
P 4nr, " 82GM U
donde h:i.

2

h=6.626x10"* Js es la constante de Planck, ¢ es
la velocidad de la luz, G es la constante de
gravitacion universal y M es la masa del agujero
negro. La energia media debido a agitacion
térmica es £~ K,T ~ Apc (donde Kz= 138 x
10> J/°K es la constante de Boltzmann). Por lo tanto

K, T
Ap~=—2E (8.2)
C
De la ecuaciones (8.7) y (8.2) obtenemos
3
T= L (8.3)
8K, GM

El calculo exacto desarrollado por Stephen Hawking [8]
produce el mismo resultado.

Introduciendo los valores de las constantes:
h,c,K,,G en(83)obtenemos:
T=6.1918 x 10'{%} °K (8.4)

donde My es la masa del Sol. Para un agujero negro

con una masa M = 10" kg (cien millones de toneladas)
la temperatura de la radiacion emitida es 7= 1.23
x 10" °K (un billon de grados Kelvin). Por otro lado, si
la masa del agujero negro es M = 10" kg (mil millones
de toneladas), la temperatura de la radiacion emitida
seria 7= 1.23 x 10" °K (cien mil millones de grados
Kelvin).

La rapidez a la cual el agujero negro pierde energia por
radiacion Hawking es:

d—E:—O'AT =
dt
(8.5)

3.601x10%2 0 2 Lo
segundo

Donde E representa la energia, ¢ es el tiempo, o =
5.67x10° W / m*™K es la constante de Stefan-

Boltzmann, A es el area del horizonte de sucesos del
agujero negro y 1 es la temperatura de la radiacion
emitida (ecuacion (8.4)).

Las ecuaciones (8.4) y (8.5) nos dicen que pequefios
agujeros negros tienen mayores temperaturas y radian su
energia mas rapidamente que agujeros negros de gran
masa. En un agujero negro con una masa de 10" kg (mil
millones de toneladas), el ritmo de radiacion de energia
seria de 360.1 Megawatts. Si la masa del agujero negro
es 10" kg (cien millones de toneladas), el ritmo de
radiacion de energia seria 36010 Megawatts. En
comparacion, una gran central de energia nuclear,
genera unos 1000 Megawatts de potencia.

El tiempo de vida de un agujero negro (7), es decir el
tiempo en el cual el agujero negro se habra evaporado,
se puede calcular integrando la ecuaciéon (8.5). El
resultado es:

3
T 111\/.[ x10" afios (8.6)
1.08x10" kilog ramos

Por ejemplo, un agujero negro primario (agujeros
formados no por el colapso de estrellas, sino por el
colapso de regiones fuertemente comprimidas en el
medio denso y caliente que existié después de la Gran
Explosion) con una masa M = 10" kg se habra
evaporado aproximadamente en 10' afios. Esta es mas o
menos la edad del universo, por lo que deberiamos ser
capaces de observar la explosion de agujeros negros
primarios hoy en dia. Un agujero negro supermasivo se
evaporaria en 10 afios.

La entropia de un agujero negro estd dada por la
ecuacion de Stephen Hawking y Jacob Bekenstein [9]:

_ Ac?
4Gh

(8.7)

donde A es el area de la superficie del horizonte de
sucesos del agujero negro.

9. Agujeros negros cuanticos y aceleradores de
particulas

Clasicamente, la masa del agujero negro mas ligero que
podria formarse se la puede obtener comparando su
longitud de onda de Compton con su respectivo radio de
Schwarzschild. La aplicabilidad de la Teoria General de
la Relatividad exige que:

Compton < rS

es decir,
n GM
<7
Mc c

9.1)
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donde M es la masa del objeto que colapsa. A partir de
(9.1) podemos deducir

12
M > (h—gj =M,, (9.2)

Donde Mp, es la masa de Planck. Mp; = 1.22x10" GeV'/
& ~2.2x10% kg.

En gravedad cuantica, el principio de incertidumbre de
la mecanica cuantica se puede escribir[10]:

2
1+(a'lp,%j (9.3)

Ax;>
2Ap;

Donde Ax; es la incertidumbre en la posicion de la
particula en las direcciones x, y, z para i=1,2y3,
respectivamente. Ap; es es la incertidumbre en las
cantidades de movimiento correspondientes,

3
C

Planck, y finalmente ' es una constante sin
dimensiones del orden de 1 que depende de los detalles
de la teoria. Esta ecuacion se puede derivar ya sea
usando teoria de cuerdas, mecanica cuantica no
conmutativa o consideraciones de longitud minima.

12
[y, =(@j ~1.61x107°. m es la longitud de

Si despreciamos la longitud de Planck en la ecuacion
(9.3) , obtenemos la relacion habitual del principio de

incertidumbre: Ax;Ap; > #/2. Derivando (9.3) con
respecto a Ap; obtenemos que Ap; pinimo = A/(C'Ip),
de manera que el valor minimo de Ax; es AX; inimo =
A'lp. Por lo tanto, la ecuacion (9.3) implica una
escala de longitud minima

Ax,;2Ax,

! minimo

=a'l,, (9.4)

Este principio de incertidumbre modificado conduce a
nuevas expresiones para la temperatura de la radiacion
emitida por un agujero negro y su tiempo de
evaporacion. Para un agujero negro de Schwarzschild
en d dimensiones del espacio-tiempo, el radio de
Schwarzschild correspondiente es:

Y(d-3)
re=w,l,| — (9.5)

PI

Donde M es la masa del agujero negro cuantico y @y,
esta dado por la siguiente expresion:

o,=f6m/[(d-2)2,, [

. . . o@d-2
en la que £, _, es el area de la hipersuperficie S“ °.
El principo de incertidumbre generalizado para un
agujero negro de estas caracteristicas es:
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Ap=
(9.6)

1+ (1472, 0 (ax) ) ]1

Donde Ax = 2Krs es la incertidumbre en Ila
determinacion de la posicién de una particula sin masa
emitida desde el horizonte de sucesos del agujero negro,
de Ap es la incertidumbre en el momento
correspondiente, K es un factor de correccion de orden 1
que puede ser calculado a partir de la geometria esférica
del horizonte de sucesos del agujero negro. Usando
(9.6), se puede calcular la temperatura de la radiacion
emitida por el agujero negro:

(271 Ax)

-1

5 12
o
—/(d_3)} (9.7)

22
w;m

T=2T, 1+[1—

donde

TO:[4d—3 jM;lczml/(Ld)’ m= M/]\[;/ ’
rw,

a=0a'/K es un factor adimensional de orden 1 vy
]\4;, es la escala de masa de Planck que en

teorias con dimensiones adicionales suficientemente
largas es del orden de 1 Tel .

Como resultado, la masa minima que puede tener un
agujero negro cuantico es [10]:

__(d-2) -3
" = 80((d=1))2) () M, >

Donde I es la funcion Gamma:
I'(z)= j e x* ' dx(Re(2)>0)
0

Asi para d=10 y =~ 1, lamasa minima seria M, =
4.72 TeV. Dicho agujero negro tendria un radio de
10" metros y se evaporaria en 107 segundos. Un
agujero negro de  estas caracteristicas podria ser
observado en el LHC en el que la energia total
disponible en el centro de masa para las colisiones entre
los protones es de 14 TeV. Por otro lado, si
d =10 v a~= 2, entonces la masa minima seria M,, =
604.16 TeV. En este caso, no se podria observar
absolutamente nada en el LHC.



10. Conclusiones

Una de las mds importantes y fascinantes predic-
ciones de la Teoria General de la Relatividad es la
existencia de agujeros negros.

En este articulo, hemos analizado lo que le sucederia
a un observador al caer hacia el horizonte de sucesos de
un agujero negro de Schwarzschild. Calculamos Ia
orbita circular estable mas pequefia alrededor de dichos
agujeros. Hemos estudiado la evaporacion de los
agujeros negros y la posible produccion de agujeros
negros cuanticos en aceleradores de particulas como el
LHC.

A continuacion hacemos un breve resumen de los
resultados obtenidos:

Si una nave espacial cayera en el interior de un agujero
negro formado por el colapso gravitacional de una
estrella con una masa igual a 10 veces la del Sol, los
viajeros a bordo de la nave notarian que después de
atravesar el horizonte de sucesos, la nave alcanzaria el
centro del agujero negro en un intervalo de tiempo muy
corto: 4GM / 3¢ = 6.6x10” segundos (casi siete
cienmilésimas de segundo), esto suponiendo que cae a
partir del reposo desde una gran distancia con respecto
al agujero negro. Sin embargo, para un observador muy
alejado de éste, el viaje a través del horizonte de sucesos
de la nave espacial se demoraria toda la eternidad. El
horizonte de sucesos de wun agujero negro de
Schwarzschild, representa, una superficie en la que el
corrimiento hacia el rojo medido por un observador
distante es infinito. En la practica, seria imposible
sobrevivir a tal viaje, pues la nave y sus ocupantes serian
destruidos por el inmenso campo gravitacional del
agujero negro. En efecto, la aceleracion relativa de las
partes del cuerpo de un viajero en caida libre hacia un
agujero negro con las caracteristicas descritas se puede
calcular a partir de la ecuacion de desviacion de la
geodésica. De acuerdo con esta ecuacion, a una distancia
de 1000 km del centro del agujero negro, dos puntos del
viajero ubicados a una distancia de un metro (por
ejemplo, una rodilla y el corazén) experimentarian una
aceleracion relativa de 1327.3 miseg” debido a las
mareas gravitacionales. Esta aceleracion es tan grande,
que lo terminaria triturando (comparen con el valor de la
aceleracion de la gravedad en el Ecuador: 9.8 m/seg?).
Como el radio de Schwarzschild del agujero negro es 30
km, el observador en caida libre, ni siquiera podria
alcanzar con vida el horizonte de sucesos del agujero
negro.

El radio de la orbita circular estable mas pequefia
alrededor de un agujero negro es tres veces el tamafio de
su correspondiente radio de Schwarzschild. La energia
liberada cuando material formando un disco de acrecion
alrededor del agujero negro cae hacia la mencionada
orbita es aproximadamente el 5.72% de su energia en
reposo. En comparacion, la maxima energia liberada
cuando el hidrégeno se quema en **Fe por fusién

termonuclear, es 0.9% de su energia en reposo. Por lo
tanto, la energia gravitacional liberada cuando material
cac hacia la orbita circular estable mas pequefia, es la
mas importante fuente de energia en los procesos
estelares. En dicha orbita estable las particulas se
mueven con una velocidad igual al 58% de la velocidad
de la luz. Cuando nosotros tenemos un agujero negro en
rotacion, la energia liberada puede ser mucho mayor,
alcanzando hasta un 42% de la energia en reposo en
condiciones favorables [6]. Vale la pena mencionar que
en un agujero negro provisto de movimiento de rotacion,
puede existir mas de una superficie con corrimiento
hacia el rojo infinito, asi como también varios horizontes
de sucesos.

Al introducir la mecénica cudntica, la entropia finita del
agujero negro, implica que un agujero negro crea y
emite particulas, antiparticulas y radiacion. Debido a un
efecto muy similar al efecto tinel de la mecéanica
cuantica, un agujero negro podria evaporarse emitiendo
radiacion. Un agujero negro primario con una masa de
cien millones de toneladas tardaria en evaporarse unos
diez mil millones de afios, que es aproximadamente la
edad del universo. A un agujero negro formado por el
colapso de una estrella le esperaria un destino similar,
aunque tardaria en evaporarse mucho mas: 10% afios o
mas. Un agujero negro supermasivo se evaporaria en
10% aiios.

En teorias con dimensiones adicionales del espacio
suficientemente largas (como la teoria de cuerdas y
supercuerdas y teorias de Kaluza Klein), la produccion
de agujeros negros cuanticos en aceleradores de
particulas como el LHC seria perfectamente factible.
Dichos agujeros tendrian masas en reposo del orden de
unos pocos TeV, con un radio de 10" metros,
aproximadamente. Tardarian en evaporarse unos 107
segundos. Debido a su efimera existencia, aparece-
rian en los detectores de particulas como brevisimos
destellos de radiacion. El descubrimiento de agujeros
negros con estas caracteristicas abriria nuevas fron-
teras en la fisica, que nos permitirian entender, con
mayor claridad, la estructura del universo, sobre todo

a escala microscopica.
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