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Abstract

From the Schwarzschild metric, the light delay due to a gasieinal field is calculated to
second order approximation in the gravitational potenti¢¢ analize the contribution of
the second order terms for strong gravitational fields agiémerated for black holes from
stellar collapse and supermassive blackholes. Additigrthle angular dependence of the
delay for a distant source as a pulsar is reviewed.

Keywords. general relativity, light deflection, Einstein, black habellsar.

Resumen

Partiendo de la métrica de Schwarzschild se calcula etietie las sefiales de radar debido
a un campo gravitacional en aproximacion de segundo ordehperiencial gravitacional.
La contribucion de los términos de segundo orden es analeael caso de campos gravi-
tacionales fuertes como los generados por agujeros negralsado del colapso de estrellas
y agujeros negros supermasivos. Adicionalmente, la depeia angular del retardo para
una fuente distante como un pulsar es revisada.

Palabras Clave. relatividad general, desviacion de la luz, Einstein, agujegro, pulsar.

Introduccién De acuerdo con la TGR, una sefial de radar enviada a
) ) ) ) través del sistema solar hacia un planeta o satélite su-

Uno de los experimentos que bien podria incluirse den- fre un retraso debido al campo gravitacional del Sol. En
tro del grupo de pruebas clasicas de la Teoria General conjuncion superior, es decir, cuando el planetay la Tie-

de la Relatividad (TGR) es el retardo de las sefiales de rra se encuentran en lados opuestos con el Sol en su cen-

un campo gravitacional y fue descubierto en 1964 por 6, 7]:
Irwin Shapiro [1] quien lo postulé como la cuarta prue-

ba a la que deberia ser sometida la TGR. Este fenémeno 4G M, Azpzp
fue bautizado y es conocido como “Shapiro Delay”o AT = 3 { ( 2 > 1} Q)
“Retardo de Shapiro”. ¢ ©

La prueba de dicho retardo llegé de la mano con el desa- dondeMq es la masa del Solzp = 1.5 x 101 m
rrollo de la tecnologia de los radares que en ese tiem- €S |2 distancia de la Tierra al Saly es la distancia
po se utilizaban para detectar misiles soviéticos. Como d€! Sol al planeta, yR, es el radio del Sol. Tomando
Shapiro mismo lo reconoce, fue el avance en la tecnolo- ¢0MO eJerlrg)pIo particular el planeta Mercurio con =

gia lo que permitié que las sefiales de radar enviadas a2 79> 10" m, la ecuacion (1) predice un retardo de
planetas como Marte, Mercurio y Venus fueran detecta- AT = 239.84ys.

das a su regreso a la Tierra (una ventaja que Einstein noComo se dijo anteriormente, la ecuacién (1) es solo va-
poseia en su época) [1-5]. lida en conjuncién superior, es decir, solo para una po-
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sicion especifica. Sin embargo, es posible obtener una

expresion general que considera las diferentes distan- 9 _q (dr 2 o (do 2 —0 4
cias entre el planeta y la fuente (la Tierra) tal como lo e=v \#x) " \a) T 4)
hace Will [5]:
utilizando la regla de la cadena
ar = 4GMo | [(re + 75 - 7) (rp — &7 - 7) o (do\ 5 (do\ [dr
c3 b2 r{—= =7 | = - (5)

donder es el tiempo propio medido por un observador

dondexp, 2% son los vectores de posicion del planeta . o
inmerso en el campo gravitacional.

y la Tierra con respecto al Sol, respectivamentge.rg

son las distancias del Sol al planetay ala Tiéres un  partiendo de la ecuacién de la geodésica (ver referencia
vector unitario en la direccion del rayo de luz de regreso [7]):

a la Tierra, yb es la distancia de maxima aproximacion dzh daP  dx°

del rayo de luz en relacion al Sol. Haciendo las aproxi- dr2 + lpﬁj(?)(? =0

maciones necesarias, es detiy Ro, 2 -1 ~ rg, Y

#p - ~ —rp obtenemos la ecuacion (1). dondey, p y, o pueden tomar los valorés1,2y 3 (x°

_ _ _ =ct,z! =r,2%2 =0y a® = ¢), se puede demostrar
En décadas posteriores a la postulacion del experimentofaciimente (haciendo en dicha ecuacjor 0y 1 = 3)
se realizaron varias medidas de alta precisién envian- que

do sefiales de radar hacia diferentes objetivos. Como dr 2
se menciond anteriormente, se enviaron sefiales a Ve- nE
nus y Mercurio usando el radio-telescopio de Arecibo

en Puerto Rico con el fin de detectar sus ecos. Tam- dp J

bién se usaron satélites artificiales, como los Mariner
6, 7y 9, Voyager 2, y las sondas Vikingo que fueron en-
viadas hacia Marte. Todas estas medidas confirmaronlayonde £/ es una constante que tiene dimensiones de
predicciéon de la TGR dentro del 0.1 % [3, 4, 8, 9]. Sin energia por unidad de masajyes el momento angu-
embargo, el margen de error disminuyé enormemente a lar por unidad de masa.

partir de los datos obtenidos por la nave Cassini en el

afio 2003 en su viaje cerca de Saturno, en el cual se pu-Reemplazando las dos Ultimas expresiones en (5) obte-
do reportar que la prediccién de la TGR concordaba con nemos :

el valor medido dentro del 0.0012 % [10].

dr — r?

) 3 5 (do B J'ch 6
1 Calculo del Retardo de las sefales de radar a r at ] T T E (6)
segundo orden

.. 2
Como se ha visto, los resultados de la ecuacion (1) son Definiendo,/w = < (w es una constante porguey

mas que satisfactorios para el caso del sistema solar que,,

es un régimen de campo gravitacional débil. Las rela- .

ciones (1) y (2) se obtienen usando una aproximacién 9U€ reemplazando en (4) se puede escribir

de primer orden en la métrica de Schwarzschild. En es-

ta seccion se procede a calcular el retardo de las sefiales ) . (dr ) 2
ye =9

2 2
son constantes), tenem %% = 1 de manera

rd

de radar pero con términos de hasta segundo orden para 7

conjuncién superior. El cuadrado del elemento de arco

en la métrica de Schwarzschild es [6, 7]: - . .
[6. 71 Evaluando la dltima relacién para= b, siendob la

distancia de maxima aproximacién del rayo de luz al
Sol, se anula el segundo término. Entonces obtenemos
(ds)® = (dr)? = v¢*(dt)® — ' (dr)?
—r%(df)* — r? sin® 6(d¢)? 3) b202
w=— (7)

- Mo
donder, 8y ¢ son las coordenadas esféricas de un punto

en el espacio ¥ es el tiempo coordenado medido por
un observador remoto en reposo en dicho pumte-

1 — 2951 dondeM representa la masa que genera el
campo gravitacional ¥7 es la constante de gravitacion

universal. Para un rayo de luzs = 0. Tomandof = 2 (dr)2 V22 .

/2 (plano ecuatorial), la ecuacion (3) se puede escribir dt

En la expresion anterioy, = |,_, = 1 — 22, de
manera que:

r2
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Despejando el segundo término y sacando la raiz cua-

drada del mismo
1/2
e(1-7)

729
De la expresion anterior tenemos que

dr b2

i

(8)

Utilizando la serigl —z)~! = 1 +z + 2% + ... . escri-
bimos~y y 7{1 conservando términos de hasta segundo
orden

2GM
be?

WAL+

con lo cual

dr (142680 4 (2680)%)
dt = —
elre e (128 (14 282+ (320)°) |
ahora
| 26GM 1+2GM+ 2GM\?\ _
rc2 bc? bc? -
1+2GM+ 20GM\? 2GM 26M\?% 1
bc? bc? rc? c? rb
1y 2GM (1 1\ (2GMNF (b
- c2 b r bc? r

con esta aproximacion, el diferenci#lse puede escri-
bir

2GM
rc2

2GM
(1+ rc2 +(

2GM
(r+b)c?

)2) rdr

[_g _ 2GM
r c2r

dt =

]}1/2

Utilizando la serigl + z)~ Y2 ~ 1 — Lo + 227 — .

c(r? —b2)1/2 {1 +

y conservando de nuevo sélo términos de hasta segundo

orden se obtiene

2GM

(r+b)c?

b 2GM

)

o
-
[_

3

8

que se reduce a

b
r

~1+ 7GMb + 2 (G_M)271
(r 4+ b)rc? c? r(r+b)
37 GM 1% /b\?

2 [(r—i—b)cz] <;>

reemplazando en la expresién del diferencial del tiem-
po y conservando términos hasta segundo ordeéfén
tenemos

2GM
rc?

rdr

c(r2—b2)1/2 (1 + 2chI2M + (

y 2

T (r?rg)frb& +2 ( )
) L

r(r+b)

+2 (<1
1 1% /b)2
+1 [7%] @)

c2
Debido a que se considera el tiempo que se demora la
sefial en ir desde la fuente al planeta o satélite y regresar,
se debe sumar dos veces la misma integral, por lo que

(102030 (2251

2GM
rc? rc?
GMb 49 GM b
(r 4+ b)rc? rc? r+b

2)2
e

)
<1+2G—M+(

2
rc2 )
L_GMb L (GM 2
(r 4+ b)rc? rc?

*2(GM>2T

[r5a] (

)2

dt =~

GM
rc2

b
r+b

b

T

(9)

TE

rdr
t=2
/ c(r?
b

2GM
—bp2)1/2

_|_

3
2

2GM
2

9 rdr
+ o(r2 — b2)1/2
b

rc

2
3
2
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Figura 1: Geometria para el calculo del retardo de las se-
fiales de radar a segundo orden para rayos de luz que se
envian desde la TierraF (en la posicion(zg, 0)) hacia un
planeta o satélite P (en la posicion(—zp,0)) en conjun-
cién superior. M es la masa del SolRg es el radio del
Sol, rg y rp representan las distancias desde el Sol a la
Tierray desde el Sol al planeta, respectivamente.

Donderg y rp son las distancias desde el Sol ala Tierra
y al planeta (o satélite), respectivamente. Estas vagable
se pueden visualizar en la figura 1.

Las integrales que se presentan en (10) y sus respectivas

antiderivadas son:
rdr
[t =0y
dr 2 2\1/2
CETE zln(r—l-(r —b%) )—l—C’
dr (a2 —12)"?
/ . 21/2:garctan - +C
r(r2 —b?)
/ dr 1! (r_—b)”z L
(r+b)(r2—b2)1/2 b \r+b

Sin embargo, las siguientes integrales no poseen solu-
cién analitica

/r(r+b)i

donde; =1, 2.

dr
(v

_ b2)1/2

Por otro lado, segun la figura 1, el tiempo que la sefial
de radar tomard en realizar el viaje de ida y vuelta si no
consideramos el campo gravitacional del Sol es:

t/* QIE 2$p

c c

A partir de la figura 1, es evidente que

o= [(r% _ b2)1/2 n (T% _b2)1/2:| (11)

Usando las férmulas (10) y (11), el retardo que experi-
mentan las sefales de radar es entodkes= ¢ — ¢'.

En otras palabras, es la diferencia entre el tiempo que se
demora la sefial en ir y regresar considerando el campo
gravitacional del Sol (la geodésica corrrespondiente al
espacio-tiempo curvo producido por el campo gravita-
cional del Sol) menos el tiempo que se demoraria des-
preciando la gravedad del mismo (una trayectoria recta
correspondiente a un espacio-tiempo plano en ausencia
de campos gravitacionales).

2GM | (rg—b\"/? rp—b
At =
c? re+b Tp+b
1/2
4GM [TEJF )
+— In
C
4G
+ ln([T‘p-f—( b2)1/2 )
+M arctan 1/2
c®b
1/2
—|—arctanl ])
4(GM? | (rg —b\"? N 1/2
c5b rg+0b Tp+b
4(GM)*b /
¢ / 7’(7’—|—b)(r —p2)!/?
TP
+/ dr
S (r+b) (r2 = b2)?
s@aMb? | 'f dr
+ 5 2 9 19\1/2
c J r(r+0b)° (r2 —b2)
rTp d
T
+/ (12)
S (r40)? (r2 = 52)'

Los primeros dos términos pertenecen a la aproxima-
cion de primer orden, es decir,

{r £+ (TQE
b2

[+ 0 -'"))

(=) o

Los términos correspondientes a la aproximacion de se-
gundo orden (sin tener en cuenta las cuatro Gltimas in-
tegrales) son:

AGM -13)"7]
In

Aty =

3

+

Tp—b
rp+b

T‘E—b

2GM
+
rg+0b

3
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En el caso particular del planeta Mercurio se obtiene

8(GM)” r3 - 12)"?
Aty = % (arctan l% Aty = 239.84342uisec
[(r% _ bz)l/T ) Los términos de\t, se pueden aproximar como:
+ arctan
b
2 N 1/2 N 1/2 S(GM)2
4(GM) re —b n rp—b (14) Aty = (57) [arctan (x_E)
c5b re+b rp+0b R Ro
) ) . + arctan (I > + 1] (18)
Finalmente, expresaremos los términos que contienen R
las integrales como la contribucién final al célculo del
retardo de las sefiales de radar a segundo orden: e introduciendo los valores numéricos obtenemos

Aty = 3.443928x 10710 sec

At 4(GM)*b dr
r= b r(r+b)(r2 — b2)1/2 Por lo tanto, el retardo debido a las dos primeras contri-
buciones es
* / (b (2 — 2) 2 Aty + Aty = 239.84376Qsec
b
(GMb dr Las integrales dé\t; fueron calculadas usando Mathe-
/ 72 matica y sus valores son
J r( r—i-b) (r2 —v?)
d’l’ TE
+ 15 d
/r (r+b)* (r2 — )"/ 4o / - — =1.17994x 10~
' (r+0) (r2 = 8%)"

Para saber cual es la contribucion de cada término al re-
sultado final, tomaremos un ejemplo en particular. Para
una sefal enviada al planeta Mercurig es la distancia dr
de la Tierra al Solyp es la distancia del planeta Mercu- / 72
rio al Soly en el caso en que el rayo de luz pase muy cer- (r+10)(r* —v?)
ca del limbo del Sol tendriamés= R, = 6.9551(4)x

10® [m] que es el radio del Sol [11]. Entonces se justi-
fican las aproximacioneg ~ rr = 1.5x 10! [m],
rp~xp =579x 1010 [m] Yre,rp > b.

=1.17982x 107 '8

d
/ 5 L 77 = 1:05794x 1028
Como se menciond anteriormente, el retardo de las se- (r+0b)" (r2 =2

fiales de radar es la suma de tres términos:

At = Aty + Ate + Aty (16) re dr
dondeAt; corresponde a la aproximacién a primer or- b/ r(r+ 5)2 (r? — b2)1/2
den, At corresponde a los términos de la aproxima-
cion a segundo orden sin incluir las integralea\y;
corresponde a los términos con las integrales que se cal-
cularon numéricamente usando Mathematica. Entonces,

=7.05793x 102

con lo cual,

para nuestro caso en particular: At =6.264739232 10~ Msec
AGM dxprp de manera que el retardo de una sefial de radar enviada
Aty ~ —3 [1 ( f ) + 1} 17) al planeta Mercurio desde la Tierra es,
o

de manera que se recupera la ecuacién (1) correspon-
diente al retardo de la sefial de radar a primer orden. At = ANty + ANty + Aty = 239.84383sec
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La contribucion de\t; es menor que la dit,, y a me- Aty es nula. También se considera que la distancia méas
dida que aumenta la distancia entre la fuente o el planetapréxima del rayo de luz al centro de la estrella o0 agujero
y el Sol,At; — 0. Porlo tanto, el retardo de la sefial de negro es el radio de Schwarzschild, es décit, .

radar con las aproximaciones mencionadas para un ra-
yo de luz que pasa muy cerca del limbo del sol se puede
expresar como

Como se observa en la Tabla 1, a medida que aumenta
la masa de la estrella o del agujero negro que genera el
campo gravitacional, la contribucion de los términos de
segundo orden se hace cada vez mas importante dejando
de ser despreciable.

4GM 4

ar = 1GM , (tree) ]
C

© 3 Caélculo del retardo de una sefial proveniente de

2 .
LBGEM)T o (FE) 4 arctan (22 +1 (19) una fuente distante
C5R® R@ R@

El célculo del retardo de las sefiales de radar enviadas
o recibidas hacia o desde un objeto dentro del sistema
solar esta expresado por la ecuacion (2). Sin embargo,
para objetos o cuerpos celestes que se encuentran fue-
ra o muy distantes del sistema solar (estrellas, pulsares,
fuentes de radiacion, etc), y en vista de la necesidad de
Anteriormente se comprobé que en el caso del siste- analizar las sgﬁales gue provienen de _ellos, también re-
ma solar, los Gltimos cuatro términos en la ecuacién sulta necesario calcular el retardo sufrido por los foto-
(12) (los que contienen las integrales), son desprecia- €S provenientes de dichas fuentes. Tomaremos el caso

bles. Usando los datos de las distancias de la Tierra d_‘? la ondas electromagnéticas que un pulsar emite pe-
y Mercurio, y el radio del Sol se obtuvo quit = ribdicamente.
239.84us con lo cual se establece que el calculo de re-

2 Retardo de las Sefales de Radar Producido por
Agujeros Negros

; . . Usando la aproximacion de campo lineal para una dis-
traso a primer orden es muy preciso para regimenes deyip, ,¢ign esférica de masa en reposo (como es el caso

campo debil. No obstante, es interesante gnglizar los Ca-del sistema solar), el cuadrado del elemento de arco se
sos en los que se presentan campos gravitacionales fuerqgripe [12]:

tes como los producidos por agujeros negros resultado
del colapso de estrellas 0 agujeros negros supermasivos.

Cuando una estrella agota su combustible nuclear y ya 26 M,
: 6 eiorci (ds)* = |1 91 (dt)?
no le es posible contener la presién ejercida por la fuerza SO R
gravitacional se conver:tiré €n un agujero negro siempre 9GM 2
y cuando la masa del nucleo que colapsa sea mayora 3.2 — [1 4 > Q] dr| , (20)
veces la masa del sol, es decir, cuandlo> 3.2M . Al re

contorno que rodea a un agujero negro se le conoce co-

mo horizonte de sucesos. Un rayo de luz proveniente y debido a que el intervalo invariante para los fotones es
del interior de la estrella en colapso no puede atrave- js — ( tenemos

zar el horizonte de sucesos porque la velocidad de es-

cape llega a ser igual o mayor que la velocidad de la

luz. Al radio del horizonte de sucesos se le conoce co- cdt — + [1 + 2GM®] ‘d;‘ (21)

mo radio de Schwarzschild y esta dado por la expresién rc?

rs = 2GM/c%. La posible existencia de agujeros ne-

gros fue predicha usando las ecuaciones de Campo deSi r;, representa la posicion fija del pulsaf;s la posi-
Einstein por Karl Schwarzschild en el afio 1916, aun- cién del observador cuando llega la sefial al tiempg

que de acuerdo a lo que se conoce, la primera personay t. es el tiempo de emisién de la sefial desde el pulsar,
en sugerir la existencia de un objeto de estas caracteris-entonces la diferencia entre el tiemfg, medido por
ticas fue John Michell en 1783 [6]. el observador y el tiempo de emisién desde el pulsar

. ~_ es[13]:
En la Tabla 1 se analiza el valor del retardo de las sefia- [13]
les de radar para estrellas y agujeros negros con diversas
masas (incluyendo agujeros negros supermasivos), asu-

miendo que los planetas entre los cuales se envia la sefial p

. : ; 2GM, -
de radar se encuentran a igual distancia de la estrella o ¢ (tops — te) = / {1 + . |l ar
agujero negro. Para este analisis tomaremos como refe- J re

. h . Tobs
rencia la distancia a la que se encuentra el planeta Sa- ’ .
Tp d"
T

turno en relacién al Soh(z = zp = 1, 433,000,000 2G Mo
km). A estas distancias las integrales en (12) se vuelven = |rp = Tobs| + —5— /
totalmente despreciables por lo tanto la contribucion de

(22)

Tobs
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Masa Estrella M) Primer Orden (s)
10 0.0074436963

Segundo Orden §)
8.15977603480 *

Retardo total (s)
0.0082596739

100 0.0653638455 0.008159775 0.0735236205
1,000 0.5629072417 0.0815976397 0.6445048814
10,000 4.721756986 0.8159654346 5.5377224207

100,000 38.1440866628 8.1585580857 46.3026447484
1'000,000 290.67314551 81.475991985 372.14913749
10'000,000 1995.7644852 803.83690371 2799.6013889
100'000,000 10510.893483 6970.1163737 17481.009857

1,000°000,000

Tabla 1: Retardo de las sefiales de radar para estrellas y agefios negros con diferentes masas estelares

Ts > Tp Ts > Tp Ts > Tp

Por otro lado,
r? = (r, + pcos 9)2 + (psin 6)? (27)
7% = Tobal = (= 7) + (7% — roi)| (23) donder es la distancia del Sol al punf®, r. es la dis-
tancia entre el sol y la Tierrg es la distancia de la
Tierra aP ( ver figura 2). Con la sustituciém = % la
ecuacion anterior es:

donder; es la posicién del centro de masa del siste-
ma solar. Si definimos un vector unitarioque apun-

te desde el centro de masa del sistema solar al pulsar,
7 = {227 'y teniendo en cuenta que, — 17| >

|75 — Tobs| Y QUETE — Tops & —Tobs , €S posible escribir

la relacion (23) como:

[rp—7%] " 1/2

r=r (u2 + 14 2ucos 9) (28)

Por lo tanto, (26) es:

- N . N N N ~ d
7y — robs| & |7 — 75| 4+ (75 —1obs) - (24) A 26Mo /@
c? T
y por lo tanto, la ecuacion (22) se puede expresar como: 0
donded es la distancia de la Tierra al pulsar. Con estas
L sustituciones tenemos
b= <t |7y — TS|>
obs — e T
c v
| - 201\/[@ du,
. ;| ae= 230 | (29)
_Tobs B 26Mo / ‘— (25) @) (W4 1+ 2ucosh)?
(& C T

Tobs
dondev = d/r.. Para calcular la integral tomamos=

El primer término corresponde al tiempo que tarda la ++ — oo de tal forma que
sefial en llegar al centro de masa del sistema solar. Se
puede interpretar el mencionado término como si fuera
el tiempo en que llegaria la sefial si se despreciaran los At —
efectos gravitacionales debido al sistema solar. Al se- 3
gundo término se le denomina Retardo de Roemer (Roe-
mer delay) y se debe al movimiento del observador. El
tercer término es el que realmente nos interesa ya que
corresponde al retardo de la sefial debido al campo gra-
vitacional de sol.

= 9 n(1 + cosf) (30)

Te

26Mo | (2d) 2GM,
a2%)

L@
_~"pulsar

Sol .z T \9
O P Y QU
Consideremos una sefial emitida por el pulsar que llega ) ) .
ala Tierra cuando el éngulo formado por el pulsar, el So| Figura 2: Geometria para el célculo del retardo de una sefial -

la Ti ti lof. SeaP ¢ lqui veniente de una fuente distante, en este caso un pulsat es la
y la lierra iene un valop. Se un punto cualquiera distancia entre la Tierra y el Sol,P es un punto de referencia en-

sobre la linea recta que une la Tierra con el pulsar, en- tre la linea que une la Tierra con el pulsar,p es la distancia del
tonces podemaos escribir punto P ala Tierra, y r representa la distancia del puntaP al sol.

7 |dr
2G' M,
Z&t == ———Z;g—gz J/p ——;T— (2(3)

Tobs
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Dependencia angular del retardo ecuaciones) [6, 7].
8 ' ‘ ‘ ' ‘ ' Utilizando las ecuaciones de campo, se puede determi-
nar la métrica del espacio-tiempo para una distribucién
dada de materia o energia. La TGR y sus predicciones
1 han sido puestas a prueba un sinnimero de ocasiones.
La tres pruebas clasicas que dieron inicio al campo de
la experimentacion en dicha teoria fueron el avance del
1 perihelio del planeta Mercurio, el corrimiento al rojo
gravitacional y la desviacién de los rayos de luz debido
al campo gravitacional del Sol. Después de una tempo-
1 rada de hibernacion en el campo experimental debido
a limitaciones tecnoldgicas, Shapiro propuso una cuar-
ta prueba de la TGR que fue bautizada con el nombre
| de Shapiro delay. Esta prediccion, en estrecha relacién
con la desviacién de la luz, es el retardo que las ondas
15 p 5 3 1 5 6 7 electromagnéticas sufren al viajar de un punto a otro de-
0 (rad) bido a la presencia de un campo gravitacional. Gracias
al desarrollo de la tecnologia de radares fue posible me-
dir este fendbmeno dentro de nuestro sistema solar con
gran éxito y con una precision que fue mejorando con
El primer término en la ecuacién anterior es simplemen- €l paso de los afios.
te un corrimiento rigido. El término verdaderamente in-

—In(1 + cos9)

Figura 3: Dependencia angular del retardo de la sefiat- In(1 +
cos )

teresante es el segundo pues involucra la variable Originalmente el calculo de éste fenomeno se realizé
. _ a primer orden en el potencial gravitacional utilizando
La grafica de la dependencia angutaim(1 + cos ¢) se la métrica de Schwarzschild, la adecuada para este ca-

muesta en la figura 3. Se puede observar que la funcidnso, y se prob6 que sus resultados son méas que satisfac-
diverge cuandd = , es decir, cuando la sefial deberia torios para potenciales gravitacionales débiles como lo
atravesar el Sol para llegar a la Tierra. Sin embargo, estaes el del Sol. En particular, se han realizado y repetido
divergencia no existe en realidad ya que la sefial simple- numerosos experimentos enviando sefiales de radar ha-
mente es absorbida por el Sol y nunca llega a la Tierra. cia planetas como Mercurio, Venus y Marte, e inclusive
El maximo retardo de la sefial se produce en conjuncion se ha utilizado sondas espaciales como la nave Cassini
superior cuando la sefial del pulsar pasa muy cerca delcomo fuentes de sefiales de radar. Para nuestro sistema
limbo del Sol. Es necesario resaltar que la misma de- solar, se encontré que la prediccion de la TGR de este
pendencia de la figura 3 se puede obervar en las curvasfenémeno a primer orden discrepa con los resultados ex-
experimentales obtenidas por Shapiro y sus colegas adeperimentales en un 0.0012 % [10]. Esto demuestra que,
mas de las diversas sondas y satélites artificiales que separa el sistema solar, cualquier contribucion al retardo
han usado para medir el retardo dentro del sistema so-debida a términos de segundo orden es totalmente des-
lar. En particular, para contrastar estas curvas podemospreciable y no se necesita tomar en cuenta. Sin embargo,
citar la figura 3 de [3], la figura 1 de [4], y lafigura 3 de  fuera de nuestro sistema solar y debido a que en el uni-
[9]. verso abundan fuentes de campos gravitacionales fuer-
Jles. se realiz6 el célculo del retardo de sefiales de radar
con aproximacion a segundo orden en el potencial gra-
vitacional. Dichas fuentes pueden ser estrellas supergi-
gantes azules, agujeros negros resultado del colapso de
estrellas y agujeros negros supermasivos en los que las
contribuciones de los términos de segundo orden son re-
[ln (i) —In (1 + cos 9)] (31) levantes. Se encontré que el retardo que sufre una onda

2 electromagnética cuando los cuerpos celestes, uno de
los cuales es la fuente desde la que se emite la sefial y el
otro es la estrella ( 0 agujero negro), estan en conjuncion
superior es

Para demostrar que el retardo de la sefial es la sum
de dos términos positivos, se puede expresar la Ultima
ecuacion (ecuacién [30]) de la siguiente forma

~ 2GM,

3

At

Te

yaqued < (1+cos)/2 < 1, la expresionn (1+5=f)

es negativa. En conclusiéon podemos observar que el re-
tardoAt > 0 siempre da como resultado el que la sefial
sea afectada por el campo gravitacional del Sol.

4GM
At = In dzprp +1
) c3 R%

4 Conclusiones 9

—|—M arctan rE + arctan e +1

La Teoria General de la Relatividad (TGR) se resume A Re Rg Rg
en 14 ecuaciones: Las ecuaciones de campo de Einstein
(10 ecuaciones) y las ecuaciones de las geodésicas (dsiendozg y xp las distancias de la estrellalay P
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respectivamentéd y R representanlamasayelradio  [9] Krisher, T. et al. 1991. “Voyager 2 Test of Radar Time-
de la estrella, respectivamente. En la ecuacion anterior Delay Effect.”"ApJ.Vol. 373, p. 665-670.

se recuperé e! re§ultado del célcg,Io a primer prdgn QUE 1 Bertoti. B. - Less. L. - Tortora . P. 2003. “A Test of Ge-
es el primer término de la ecuacion mas el termino de 117 neral R’elat’ivity uéing’Radio Links with the Cassini Spa-
segundo orden en el potencial gravitacional. cecraft.”Nature Vol. 425.

Ya que sabemos que para potenciales gravitacionales[11] Particle Data Group 2012. “Particle Physics Booklet.”
débiles, como es el caso del sistema solar, la contribu- APS.

cion de Io§,términos de segun_do qr,den €s deSprecigble,[lz] Ohanian, H. C. 1976. “Gravitation and Spacetim@.’
se procedi6 a cal_cular la contribucién de estos términos W. Norton & Company, Inc.

al retardo a medida que se aumenta el potencial gravi-

tacional de la estrella tomando como ejemplo agujeros [13] Maggiore, M. 2007. “Gravitational Waves: Vol. 1:
negros resultado del colapso de estrellas y agujeros ne- ~ Theory and ExperimentsOxford University Press.

gros supermasivos. Los resultados del retardo en estos

casos se presentan en la Tabla 1 en el cual se evidencia

gue es necesario tomar en cuenta los términos de segun-

do orden inclusive cuando la masa del agujero negro es

10 veces la masa del Sol.

Finalmente, cuando se toma en cuenta el retardo de las
sefiales para cualquier posicion del planeta fuente y el
planeta receptor, y no solo para conjuncion superior, el
retardo tiene una dependencia del angulo formado entre
el planeta, el Sol y la fuente, que no es evidente a partir
de la ecuacion (2). Para demostrar esta dependencia se
analiz6 un caso particular en el cual la onda electromag-
nética proviene de un objeto distante como un pulsar de
tal forma que su posicion se puede aproximar como fi-
ja con respecto al Sol, mientras que la posicién de la
Tierra, donde se recibe la sefial, varia de acuerdo a su
orbita. Se encontré que esta dependencia angular esta
descrita por la funcior- In(1 + cos ) que, por cierto,

esta en completo acuerdo con las gréaficas del retardo de
la luz medido en el sistema solar para sefiales enviadas
a Venus, Mercurio y Marte (ver referencias [3, 4, 9]).
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