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Abstract

For a Morris-Thorne wormhole in a cosmological background we analize the embedding
surfaces and deduce an expression for the proper radial distance taking a conformal factor
Q = 1. Further, given the existence of an exotic material (negative energy density), the
conditions to have a traversable wormhole are studied taking into account a cosmological
background with a time dependent conformal factor (2. Additionally, the exoticity condi-
tion ish clalculated together with the energy density as measured by a traveler across the
wormhole.

Keywords. Wormholes, conformal factor, general relativity, hyperspace, Einstein, exoti-
city.

Resumen

Para un agujero de gusano del tipo Morris-Thorne inmerso en un background cosmoldgico
se analizan las superficies de insercion (embedding surfaces) y se deduce la expresion para
la distancia propia radial considerando un factor conforme (2 = 1. Posteriormente,dada la
existencia de un material exético (material con densidad de energia negativa), se investi-
gan las condiciones que deben cumplirse para que un viajero en una sonda espacial pueda
atravesar dicho agujero considerando un factor conforme 2 dependiente del tiempo. Adi-
cionalmente, se calcula la condicion de exoticidad y se procede a hallar una expresion para
la densidad de energia medida por el observador que viaja a través del mencionado agujero.

Palabras Clave. Agujeros de gusano, factor conforme, relatividad general, hiperespacio,
Einstein, parametro de aceleracion.

Introduccion

De acuerdo con las ecuaciones de campo de la Teoria
General de la Relatividad de Albert Einstein, el tiem-
po de vida de un agujero de gusano (wormhole) es en
promedio muy pequefio, por lo que nada en absoluto
(persona, radiaciones, sefial de cualquier clase) puede
viajar a través del tinel en el hiperespacio del aguje-
ro de gusano . La Unica manera de mantener abierto el
agujero por un tiempo mucho mayor es mediante la pre-
sencia de algun tipo de material “ex6tico”, a lo largo del
wormhole, que empuje sus paredes gravitacionalmente,
manteniéndolas separadas. Para ello, se necesita una re-
gion del espacio-tiempo con curvatura negativa, similar
a la superfice de una silla de montar. Al material se le
denomina “exético”, porque como Kip Thorne demos-
trara en 1985 [1, 2], debe tener una densidad de energia
promedio negativa, con respecto a un haz de luz viajan-
do a través del agujero de gusano. El material “exotico”
repele gravitacionalmente los rayos de luz por lo que los
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haces luminosos se desenfocan.

El que la densidad de energia promedio sea negativa no
implica que el material exético tenga una energia nega-
tiva con respecto a un observador en reposo en el inte-
rior del agujero de gusano. El concepto de densidad de
energia es relativo al sistema de referencia utilizado; en
un sistema de referencia, la densidad puede ser positiva,
y en otro, negativa.

Nadie sabe exactamente de qué puede estar hecho el ma-
terial exotico. Robert Wald (pagina 492 de la referencia
[1]) ha probado recientemente que en un espacio-tiempo
curvo, bajo una amplia variedad de circunstancias, la
curvatura distorsiona las fluctuaciones del vacio de ca-
racter gravitacional convirtiéndolas en exdticas debido a
que su densidad de energia promedio se hace negativa.
Dichas fluctuaciones del vacio son analogas a las fluc-
tuaciones del vacio de naturaleza electromagnética. Son
fluctuaciones aleatorias en la curvatura del espacio cau-
sadas porque regiones del mismo estan continuamente
tomando energia de regiones adyacentes, para luego de-
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volverla. Bajo circunstancias ordinarias las fluctuacio-
nes son tan pequefias que ningln cientifico experimen-
tal las ha podido detectar hasta ahora. Otra posibilidad
es que el material exdtico esté formado por energia os-
cura que, como sabemos, tiene densidad de energia ne-
gativa y es el 74 % de la energia del universo. Algunos
detalles sobre las caracteristicas del material exotico se
describen en las referencias [1, 2].

En el afio 1955 John Archibald Wheeler, combinando
las leyes de la Mecénica Cuéntica y de la Teoria Ge-
neral de la Relatividad, demostr6 que pequefios agu-
jeros de gusano podrian formarse para desaparecer ca-
si instantdneamente en la escala de longitud de Planck

1
(p, = (2%)? = 1,61 x 10-3>metros).De acuerdo a
su andlisis,en dicha escala de longitud, las fluctuaciones
del vacio son tan grandes que el espacio “hierve convier-
tiéndose en borbotones de espuma cuantica” [1, 3].Esta
espuma cuantica esta dentro de los agujeros negros, en
el espacio interestelar y, en general, en todas partes. Es
en dicha espuma donde se pueden crear pequefios aguje-
ros de gusano.Incluso, versiones estables de dichos agu-
jeros de gusano han sido sugeridas como posibles can-
didatos de materia oscura.
En 1966 Robert Geroch demostré que clasicamente se
puede construir un agujero de gusano mediante una “de-
formacion y retorcimiento del espacio-tiempo suave y
libre de singularidades” (capitulo 14 de la referencia
[1]), es decir, un desgarrén del espacio - tiempo. Dicha
construccién sélo puede hacerse si, durante la construc-
cién del agujero, el tiempo también se retuerce.
La materia exdtica de la que estarian formados los agu-
jeros de gusano viola la Condicion de Energia Nula
(NEC) [4, 5]. En la actualidad, sin embargo, sabemos
que ciertos campos cuanticos pueden violar dicha con-
dicion. Ejemplos de tal violacion son la radiacion emiti-
da por un agujero negro (radiacion Hawking) y el “Efec-
to Casimir”.
En el presente documento, continuamos con el analisis
iniciado en los articulos “Agujeros de gusano: solucién
exponencial” [4] , “Agujeros de gusano y potenciales
efectivos” [6] y “Agujeros de gusano en un background
cosmologico” [7]. En primer lugar, analizaremos las su-
perficies de insercion (embedding surfaces) y deduci-
remos la expresion para la distancia propia radial para
un agujero de gusano del tipo Morris-Thorne, inmerso
en un background cosmoldgico. Posteriormente, anali-
zaremos las condiciones que deben cumplirse para que
un viajero en una sonda espacial pueda atravesar di-
cho agujero de gusano, dada la existencia de un mate-
rial exotico (material con densidad de energia negativa).
A un agujero de gusano de estas caracteristicas se le
denomina “practicable” (traversable wormhole) [1, 2].
Finalmente, analizaremos la condicion de exoticidad y
hallaremos una expresion para la densidad de energia
medida por el observador que viaja a través del agujero
de gusano.

Meétrica

Consideremos la métrica de Morris-Thorne para un agu-
jero de gusano inmerso en un background cosmoldgico
[2,4,7].

(d5)? = 9%(0) [**30 = £ 1) (ar)* = 1092
1

donde s representa el elemento de arco. r, 8 y ¢ son
las coordenadas esféricas de un punto y ¢ es el tiempo
coordenado medido por un observador remoto en repo-
so. Q(t) es el factor conforme, el cual es finito y defi-
nido positivo a través del dominio de t [8], (dQ*)? =
(d9)? +sin® 0(dp)?y f(r) = —2L . Enlaltima

1—kr2—

expresion k es un parametro independi7ente del tiempo
que especifica la curvatura del universo y que puede ser
k = +1 para un universo cerrado (curvado en forma
parecida a la superficie de una esfera), k& = 0 para un
universo planoy £ = —1 en un universo abierto (cur-
vado en sentido contrario como la superficie de una si-
lla de montar)[9, 10].A b(r) se le denomina funcién de
forma del agujero de gusano, y determina la forma es-
pacial del mismo. La funcién ® = &(r) se denomina
funcion de corrimiento hacia el rojo. Cuando ®(r) — 0
y b(r) — 0,

(ds)® = Q%(t) | 2(dt)? — (dr)? — r2(dQ*)?

@)

1— kr?

que es la métrica de Friedmann-Robertson-Walker (FRW
metric) [9-11]. Cuando Q(¢) — constante =1y k —
0, la métrica (2) se aproxima a la métrica estatica de un
agujero de gusano de Morris-Thorne [2, 4].

Superficies de insercion (embedding surfaces)

Para un tiempo fijo ¢ y tomando 6 = 7 /2 (plano ecua-
torial) ademas de €2 = 1, la parte espacial de la métrica
(1) se puede escribir:

(ds')? = — (ds)” = f (r) (dr)® + 7 (dp)*  (3)

que representa un elemento de arco en el plano ecua-
torial. Deseamos construir en el espacio Euclideo tri-
dimensional, una superficie bidimensional que tenga la
misma geometria que la del elemento de arco descrito
por (3). Entonces, uno podria encajar la geometria del
espacio curvo bidimensional en la geometria plana de
un espacio Euclideo tridimensional [11]. En dicho es-
pacio Euclideano, introduciremos coordenadas cilindri-
cas z,7 Y . La métrica Euclideana del espacio de
insercion (embedding space) es:
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(dsEuchdean)2 = (1‘+ (%%)2> (dr)Q
+r2 (dp)” Q)

En (4), nosotros suponemos que z = z (r) (considera-
mos que la superficie insertada tiene simetria axial).

Si nosotros identificamos las coordenadas (r, ¢) del es-
pacio Euclideano con las coordenadas (r, ¢) del espacio-
tiempo del agujero de gusano, el elemento de arco (4)
sera el mismo que el descrito por la ecuacion (3) a través
del wormhole. Podemos entonces escribir (con f(r) >
0):

1 dz\?
f<r>=(1_krz_w)=1+(5) 5)

de donde obtenemos:

2 4 b(r)
dz -+ L -l (6)
dr 1— k2 — b0

La ecuacion (6) describe la forma en la que la funcién
b (r) modela la geometria espacial del agujero de gu-
sano.

(NI

Sil—kr2—4 —9 para algin r = rq, entonces

)

Todo agujero de gusano tiene un radio minimo r = rq
para el cual la superficie insertada del espacio curvo bi-
dimensional es vertical. Dicho radio define la garganta
del agujerode gusano. Sik = 0,b (ro) = 1o = by [2, 4].

=+00 )

T=To

Distancia propia radial

Debido a la divergencia de ‘;—j en la garganta del agujero
de gusano, r no es una buena coordenada a ser usada en
las inmediaciones de la garganta. Una variable méas con-
veniente es la denominada distancia propia radial me-
dida por un observador estatico dentro del agujero de
gusano.

(dl)* = f (r) (dr)? ®)

de manera que

dl =+ 1—/7w~2—M _%dr 9
( ) ©

r

Para un espacio-tiempo plano (¢ = 0) y en el caso de un
agujero de gusano de Schwarzschild ro = r, = 26M

c2

i) =4z

[=-x

Figura 1: Diagrama de insercion para un agujero de gusano. En
la garganta se cumple » = r,. Para generar el agujero de gusano,
se debe rotar la curva de la figura alrededor del eje z.

(donde M es la masa que genera el campo gravitacio-
nal), podemos escribir (I = 0 en la garganta)

e [t [ ()
stk

con el cambio de variable r = r,tan?6 y usando
['sec® 0df = 5 (secdtan + In (sec § + tan6)) el va-
lor de la integral es

= :I:((r(r—rs))%—krs

xln{(%—l)é ¥ (—)D (10)

[ es positivo sobre la garganta del wormhole (upper uni-
verse), mientras que [ es negativo debajo de la misma
(lower universe).Para un agujero de gusano de Schwarzs-
child inmerso en un espacio-tiempo plano,

(22) |1-+00 = 0, de manera que las superficies de in-
sercion son planas. Esto corresponde a las dos regiones
asintoticamente planas (I — +o00,l — —o0) que son
conectadas por el agujero de gusano. Ahora bien,

l(r):j:/r: (1—kr2—l’i—r)>_;dr (11)

debe estar bien definida y ser finita a través del espacio-
tiempo de manera que

1—kr?— —=2>0 (12)
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En un espacio-tiempo plano (k = 0) muy lejos de la gar-
ganta del agujero de gusano en ambas direcciones radia-
les, el espacio debe ser asintdticamente plano , es decir,
% debe aproximarse a cero a medida que [ — +oo. Por

lo tanto @ — 0 conforme | — +oo. Similarmente, si
consideramos k # 0 pero muy pequeAso, en la ecua-
cion (6) para que se cumpla (42) _ — 0, debemos
tener que kr? + @ — 0. Por ejemplo, para la funcion
de forma para un agujero de gusano del tipo Morris-
Thorne que evoluciona en un background cosmolégico
(ver referencia [7] ) obtenida asumiendo que la traza del
tensor energia-cantidad de movimiento es una funcion
en variables separables de t y r y tomando A = 0, obtu-

vimos:

5 5
« T 2a T
br) = C (aw) . +2(a+2r) x

xei_?/dr e (o + 21" x

" (—ak:r3 +a? —alkr? — 3k;7“4)

p; (13)
donde C{ y a son constantes (& = —%). En el caso
particular en el que oo = 0 tenemos:

b(r) = by + kry — kr® (14)
de manera que
b b krg
kr2+ﬂ:—°+ﬂ\r_,oo—>0 (15)
r r T

Vemos entonces que en un agujero de gusano como el
de la referencia [7] también se conectan dos regiones
asintoticamente planas (I — oo,l — —o0) por el agu-
jero de gusano.

Viaje a través de un agujero de gusano inmerso en
un background cosmoldgico

Supongamos que existe un material exotico (densidad

de energia negativa) que permite mantener abierto un

agujero de gusano por un tiempo lo suficientemente gran-
de, y consideremos una sonda espacial viajando en di-

reccion radial a través de dicho agujero. El agujero de

gusano esta inmerso en un background cosmolégico. La

sonda parte del reposo desde una estacion espacial ubi-

cada en la posicion | = —I[; y arriba a otra estacién

ubicada en [ = 4l donde queda en reposo.

En el marco de referencia propio [7]

' = A§ zP (16)

o en forma desarrollada

20 = Qe®2? (16a)

2t =Q (1 — kr? — é) z!  (16b)
r
z? = Qra? (16¢)

z® = Qrsinfz®  (16d)

(Estas son las coordenadas de un conjunto de observa-
dores que siempre permanecen en reposo en el campo
gravitacional del agujero de gusano)

La velocidad radial de la sonda medida por un observa-
dor en reposo en el agujero de gusano es:

v(r) =%Fcly (17)

Calculando el diferencial de las ecuaciones (16a) y (16b)
y recordando que z° = ct y 2% = ct’ ademas de la
ecuacion (9) tenemos:

_ d _
vir) = :F(lferff:)lue‘I’dt et (18)

Por otro lado, ya que
dt’ = ~drr (19)

donde 77 es el tiempo propio medido por el viajero a
bordo de la sonday v = (%); la ecuacion (16a)
1—25)°2
(dt’ = Qe®dt), nos permite escribir
dl Qdr
Q— =7 72 (20)
(1 —kr2 — é) drr

yu(r) = -

El signo negativo en la ecuacién anterior lo tomaremos
para el viaje debajo de la garganta del agujero de gu-
sano, mientras que el signo positivo sera para el viaje
en la parte superior. En las estaciones espaciales tene-
mos v = 0, mientras que para —I; < [ < +I5 debemos
tener v > 0. Supondremos que las estaciones espacia-
les estan lo suficientemente alejadas de la garganta del
wormhole, de manera que, los efectos gravitacionales
del mismo sean muy pequefios. Esto quiere decir que
la geometria del espacio en las estaciones es casi plana
(kr® + 22— ).

El corrimiento hacia el rojo gravitacional de las sefiales
enviadas desde las estaciones hacia el infinito también
debe ser muy pequefio por lo que

z=0"1le P12 -0+ —1<1 (21)

Para Q) = 1 tenemos z = —® y por lo tanto || < 1.
Para un agujero negro de Schwarzschild con 2 = 1

2G M
rc?

e ="=1 (22)
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de maneraque ¢ = % In~* y por lo tanto

GM

d= () - 1a (23)

rc

Para que el viaje a través del agujero de gusano sea con-
veniente para los seres humanos, los tiempos empleados
en viajar desde la estacion ubicada en [ = —I; hasta la
estacion ubicadaen ! = +12, medidos tanto por el viaje-
ro a bordo de la sonda como por los observadores en las
estaciones espaciales deberian ser menores que un afio

[2]:

Arp = fjlllz ?}—‘f/l < lano (24)
At = Jrllz U‘i{,, < lano (25)

A continuacién procederemos a calcular el valor de la
aceleracion de la gravedad medida por los observadores
en reposo en las estaciones espaciales. El cuadrivector
aceleracion de un objeto en las estaciones es:

6u/a
¢ ox/0

_ (?/+r )wﬂ (26)

o

donde u'® representa el cuadrivector velocidad. Para un
observador en reposo en dichas estaciones podemos es-
cribir:

o' = (v9,0,0,0) (27)

Donde u'® = c. Entonces, para un observador en reposo

@ = (G +Tgu®) w. (28)

Por otro lado, usando

p _ 9z 9z” a'* “/
FIJ«V — 9z’ 9z’ Dz F (29)

0%z _ x'?
+8$’“8I/U 6aja

y las expresiones de F'Yﬁ dadas en la referencia [7]

podemos demostrar que

o — D
I (30)

Yy =0t (1—k?2-0)"e0)  (@1)

I‘/020 =T =0 (32)

(debido a que la transformacion entre las coordenadas
N 2 o
x®y ' es lineal, entonces (a 9z ) = 0). Las com-

ROz

ponentes del cuadrivector aceleracidn son por lo tanto:

70 /0 Qe %c
a” = ffooc = =5 (33)

b 1/2
=Tyt =712 < — kr? ) o' (r) (34)
r

a? =d?=0 (35)

La aceleracion de la gravedad medida en las estaciones
es:

g/ — ( a'%a’ )1/2 — _(_a/Oa/U_allall)l/Q (36)

conafy, = a’®y a}) = —a’' podemos escribir:

g =— (— (a’o)2 + (a’l)z)% (37)

y usando las ecuaciones (33), (34) obtenemos

g =—(-c* (gi)
(é)(me—g)@fﬁ (38)

Esta aceleracién debe ser menor o igual que el valor de
la aceleracion de la gravedad en la superficie de la Tie-
rra:

19| < go = 9.8 [m/s?]
ParaQ = 1yenel limite k% +2 — 0
¢ = -2’ (39)
de manera que

lg'| = |@'|c* < go = 9.8 [m/s?] (40)

Debido a que |®’|<< 1 en las estaciones, el tiempo me-
dido por relojes colocados en las mismas es igual al
tiempo coordenado t.

Para la métrica de Schwarzschild

2GM
2

b=r, = (41)

C
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@:%111(17%5) (42)

donde M es la masa que genera el campo gravitacional.
Para 0 = 1, la aceleracién de la gravedad (usando la
ecuacion (38)) sera :

GM
9'l = —%- (1 — hr? —
T rc

—1
X (1 — QGM) (43)

rc2

2GM>1/2

2

Para un universo plano (k = 0) tenemos:

/|:iTM<1_2GM) . (44)

rc?

que es una funcion de la distancia radial.

Aceleracién experimentada por el viajero

La transformacion entre las coordenadas del wormhole
(") y las coordenadas del marco de referencia del via-
jeroen lasonda (z'*)es

x//p, — A/;V/,Jj/u (45)
donde
Yy 8 0 0
Vo | EB oy 00
0 0 10
0 0 0 1

y 8 = 2. Esta transformacion nos permite introducir
una base de vectores para el marco de referencia del via-
jero:

e0= (M) ) (46)
0
e’y =~e'o FyBe’ (47)
e’ =Fype'y + e (48)
&y = &'y (49)
&y = &'y (50)

estos vectores satisfacen:

—//

€ o -éw,g = Nagp (51)

por lo que constituyen una base ortonormal de vectores.
El cuadrivector velocidad del viajero es

@ = cel (52)

Los cuadrivectores aceleracion (@) y velocidad () del
viajero son ortogonales de manera que

a-el=0 (53)

Por otro lado, podemos escribir:

i=a"e) (54)

al

de manera que a”’ ° = 0.

Si el viajero se mueve en direccion radial, su aceleracion
debe ser radial (a”’? = a”% = 0) ,por lo que

a=a"'é¢] =acl (55)
donde « representa la magnitud de aceleracion experi-
mentada por el viajero.

En la base {€,} (ver referencia [7] para la descripcion
de las bases de vectores utilizadas)

— —

a.ey = (aoéo + alé'l + a2€2 + a3€3) - €p
= gooa’ = aé’ - & = ae®Qe’ - &),
= FyBQae®
donde hemos usado &, = Qe® e, (ver referencia [7])

De esta Ultima relacion, deducimos que

FyBafe® g"° (56)
FyBa e

S
|

En la base {€,}, @ = ute, conu* = (u®,u',u? u?),
mientras en la base {€7, }, @ = u'"'¢’, con

u* = (ye,vv,0,0). (57)
Usando
In
ut = O u”, (58)
oxY

podemos demostrar que
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u’ =e Pyt (59)

ul = (1 —kr? — 2) ’ yo(r)Q=t (60)

u? =ud=0 (61)
Adicionalmente,
a® = ua,guﬁ (62)
8 (e}
_ (a% +ngu7) P

donde u® = u®(t,r).

Para o = 0 la ecuacion (62) se escribe

9O
a’ ((a—zo) +Tou’ + Fglul) u®

ou’ 0,0 0.1\, 1
+ % +F10u +F11u u (63)

con z! = r. Introduciendo los valores de «°, ' dados
en (59), (60) y de T'§,, I'Y, y I'Y; calculados en la refe-
rencia [7] , obtenemos:

0_7502 o b %72q>d ®
a—Q2 (1—kr—;) e %(76)
0
+ <Q3> 726266_2(1:' (64)

Esta ecuacion, conjuntamente con la ecuacion (56), nos
permite calcular el valor de a:

c? b\? d
a="7F (Qe_q) (1 — kr? — r) ar (We{))

+ (%) ’yﬂce“b> (65)

0 en términos de la derivada con respecto a [:

(S

e~ %2 d

0
a=5 @(we@ﬁ(@)wce—q’ (66)

donde hemos usado la ecuacion (9).

La condicion de que la aceleracion del viajero con res-
pecto al agujero de gusano no debe sobrepasar el valor
de la aceleracion de la gravedad en la superficie de la
Tierraes:

e %2 d 0 _
ol = |—q—z (") F (@) vBee™®| < g (67)
que para 2 = 1 nos da la condicion:
d 1
- % [ < - - 68
' dl ()] < 0,971 afios luz (68)

Aceleracion de marea gravitacional

Las aceleraciones de marea Aa entre varias partes del
cuerpo de un viajero no deben exceder el valor de la ace-
leracion de la gravedad en la superficie de la Tierra. Sea
E el cuadrivector separacién entre dos partes del cuerpo
de un viajero (por ejemplo, la rodillay la cabeza). En el
marco de referencia del viajero, {es puramente espacial
(¢”° = 0), de manera que

aE =c"0=0 (69)

La aceleracion de marea gravitacional esta dada por la
ecuacion de desviacién de la geodésica [2, 7, 10-13] ,
queen labase {€” } es:

AG/IV —

5251/1/ 3
_ __plv "y, 1B, 1M
52 R ng ww
T

y ya que £ es puramente espacial, Aa” ¥ también lo es.
Por ello, podemos escribir:

Ad't = 52§Ni _ 2R €N 70
a = 57_% = —C ojof (70)

Finalmente, como R {;, = — R oo, tenemos:

Aa” T CQR// inO§H J (71)

donde los R ;o0 se pueden calcular a partir de la rela-
cion:
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dr' ™ dx' P o'V

" _
R HVPT T et v Q! v !l P (72)
o' §
/
X oz o R afvd
usando las ecuaciones:
I/O :,Yx// 0:!:’)’6117”1,
.1‘/1 :$’Y,8-TNO +7w”1y
.%‘/ 2 _ J}H 2; l‘/ 3 J}H 3 (73)

obtenidas a partir de la expresion (45) (z'* = (A’*l)‘: ™).

El resultado es:

; N\ 2
1 Q Q
" — //f E — 2 —_— — -
R 2020 = R 3030 = ¥ 2 | o (Q) )
_ 1 b(r)
20 / 2 AT
xe ’/‘qu) (1 kr " ))
29%8 ()
oz (Q) ‘

b<r>>é

x &’ (1 — kr? —

(75)
R"1020 = R"1030 = R"2030 = 0 (76)
R"3010 = R"3010 = R"3020 = 0 (17)

(esta tltima relacion es debidoaque R” 1,00 = R” po ).

Por lo tanto, las componentes de la aceleracion son:

Aa” 1 C2R//1010§” 1 (78)
Aa” 2 C2R//2020£” 2 (79)
Aa//?) — C2R//3O3O£”3 (80)

donde R"” 1910, R 2020 Y R 3030 estan dadas en las ecua-
ciones (74) y (75)

Si tomamos |¢” ?| &~ 2 metros (que es aproximadamente
el tamafio de un ser humano) y con la condicion:

|Ad"?| < go = 9,8m/s?

tenemos:
1 (o ()
" R —20
R 010 02 | 0 <Q> ‘
() + (@(r)2) 22
< <1 e @)
,
1o ., (' (r) = b(r))
—1—292(1) (r) (2k7 + 2
9o
< _JD
= 2[m]c?
1
(1,36 x 105m)
|R"2020] = |R"3030] = |7

= . 2

I RV Y —20
2zl la \a) |°

1 / 2 b(?”)
rQ2CI) <1 kr "
2928 () _g

:l: _
02c <Q> €

bmy

x P’ (1 — kr? —
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(81) y (82) representan restricciones de marea gravita-
cional en las direcciones radial y lateral, respectivamen-
te [2]. La ecuacion (81) puede considerarse como una
restriccion de la funcién de corrimiento hacia el rojo ®
(Q = 1y ®' = 0 satisface dicha restriccion). La ecua-
cion (82) es en cambio una restriccion sobre la veloci-
dad v con la que el viajero puede atravesar el agujero de
gusano. En efecto,siQ =1y &' =0

292
|R"3020] = |R"3030] = "y b
2r
o o B= D)
2
Jo
<
= 2[m]c?
1
vt (83)

(1,36 x 108m)*

En un universo en expansion tomando por ejemplo 2 =
e’ cond > 0y te(—o0,+00) tenemos

5 |- (®() + (@ ()?) (1 k2 @)
+%(I”(r) <2kr + 7(rb/(r)rz_ W”)’
- 2[53 2~ (136 ><1108m)2 (84)
y también
;—; —%qﬂ (1 — kr? — b(:)>
i%ﬁfgqﬂ e (1 k 2_@)2 g
x <Cl252e—2‘1’ + % (2/4;7‘ + (ﬂ)/(g_b)))’
: 2[53 e~ (136 ><1108m)2 (89)

De estas Ultimas ecuaciones vemos que en un agujero de
gusano inmerso en un universo en expansion, las fuer-
zas de marea gravitacional experimentadas por un via-
jero a una distancia fija » disminuyen en el transcurso
del tiempo.El criterio de practicabilidad (traversability
criteria) sera entonces satisfecho por cualquier valor de
§ si t es lo suficientemente grande. Para Q = €% con
0 < 0 (cuando el agujero de gusano se esta contrayen-
do) el criterio de practibilidad restringe los valores posi-
bles de ® y 5 mas y mas a medida que la geometria del
wormhole cambia, haciendo que el viaje eventualmente
sea imposible. EI comportamiento de las fuerzas de ma-
rea esta entonces intimamente relacionado con el factor
conforme Q(¢).

Para ® = —< (ver seccion 3) las condiciones anteriores

r

se escriben

(52) (i)

L
+— (2I<:r + M) ’

2r2 r2

1
26t

e 1
< ~ 86
T 2[m]et (1,36 x 108m)> (66)

1 oo2a 1 (rb'(r) — b)
X <625 e o <2kr+ 2

Je 1 (87)

= 2[m e T (1,36 x 108m)°

Condicion de exoticidad y densidad de energia

La condicién de exoticidad para un agujero de gusano
inmerso en un background cosmolégico es [7]

1
¢=— X

4 - 2 /
22 (8) +3k+ & - 202

c2

N2 N
Lo | (2) (0
8y )]
T <Q> e ® (1—kr2—9> +
c\Q r
+2 —k‘r—ﬂ—k1 +
r2 r
/
(1)) e

donde X es la constante cosmolégica. Para Q2 = 1, A =
0, la anterior expresion se reduce a:

+3’

S I
|3k + %|r
1
X (2r<1>’ (—kr — % + —) +
T T
b —b
+@M+L7r§) (89)
A partir de la ecuacion (6) podemos demostrar que
2 1 o 1
R Y Gl - (90)
dz? 2 r2 (k:r2 + 9)
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de manera que la exoticidad ¢ se puede escribir

B 2
N |3k+ \T
X (@’ (1—kr2—9)—
T
b\ 2 d?r

En la garganta del wormhole se cumple: 1 — kr? —
b(:) |r=r, = 0, de manera que en la misma tenemos

2
S = 72 (krg + —b(m))
|3k + T°)| 7o

d?r
XE“TO) . (92)

Adicionalmente, en la garganta %L«:TO > 0, de mane-
ra que gp > 0.
La funcion de exoticidad ¢ puede ser escrita como [2, 4,
7]
T, k" E"
=2 (93)
To0]

donde k'* = (1,+1,0,0) representa un vector nulo ra-
dial (null vector) saliente o entrante, respectivamente.
En forma desarrollada

(T £ 2T, +17y)

|T50l
2 ¥ 2h —
__lpx2h-7) (94)
lpc?|
donde
3 a\’
2 2 20
p(?",t)c k*QQCQ (Q) €
1 b A
k*Q2 <3k + ) = (95)
— —q)(b/
h’ (T, t) (Q)

fr? — )é (96)

2
k*Q2c

T(rt)=— k*Q%Q ( ) < ) e 2% (97)
D’(

wé(k_b+w(%

;;L;(kg)+A]wm

-2

con k* = 8I¢.
La condicion g > 0 (con Q2 = 1y A =0)enla
garganta implica

poc? & 2hg — 19 < 0. (100)

Un observador que viaja a través del agujero de gusano
con una velocidad radial v, mide una densidad de ener-
gia T{, que puede ser calculada a partir de la expresion

ox'™ oz’
TAILIV = o' Hx!v Tl;ﬁ (101)

Usando la ecuacion (73) tenemos:
Too = vV*To F 20 BTy, + BT, (102)

que puede ser escrita en términos de p (r,t), h(r,t) y

T (r,t):

Toh = v°p (r,t) ¢® £ 292 Bh (r,t)

—v2B27 (1, 1) (103)

En la garganta del agujero de gusano (r = r¢) p = po,
h=ho YT = 79, de manera que

Tio = 72 (p002 + 2Bhg — 7'0) + 70 (104)

donde hemos usado v23? = ~2 — 1. Si la velocidad
radial es proxima a la velocidad de la luz, v > 1y
8~ 1, por lo que

T = 72 (p002 + 2hg — 7'0) (105)
Usando la expresién (98) obtenemos
To <0, (106)

es decir, que el viajero medirad una densidad de masa-
energia negativa en la garganta del agujero de gusano.

Conclusiones

La Teoria General de la Relatividad se resume en 14
ecuaciones: Las ecuaciones de campo de Einstein (10
ecuaciones) y las ecuaciones de las geodésicas (4 ecua-
ciones) [8-10, 14].

Utilizando las ecuaciones de campo, se puede determi-
nar la métrica del espacio-tiempo para una distribucion
dada de materia o energia.Partiendo de estas ecuaciones
se pueden realizar toda una serie de fantasticas predic-
ciones como el avance del perihelio del planeta Mer-
curio, la desviacion de la luz por los campos gravita-
cionales, el corrimiento hacia el rojo gravitacional, la
existencia de lentes gravitacionales, las ondas gravita-
cionales, agujeros negros, etc. Pero sin duda alguna, es
la existencia de taneles en el hiperespacio que conec-
tan dos lugares en el universo (agujeros de gusano), una
de las mas impactantes. En este articulo, considerando
un agujero de gusano del tipo Morris-Thorne inmerso
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en un background cosmoldgico hemos analizado las su-
perficies de insercién (embedding surfaces) y hemos de-
ducido una expresion para la distancia propia radial to-
mando un factor conforme Q = 1. Posteriormente, dada
la existencia de un material ex6tico (material con densi-
dad de energia negativa), hemos calculado en términos
de Qy k, el valor de la aceleracion de la gravedad medi-
da por observadores en reposo en estaciones espaciales
en los confines del agujero de gusano, asi como la ace-
leracion experimentada por un viajero a través de dicho
agujero.

Mas adelante hemos investigado las condiciones que de-
ben cumplirse para que el viajero pueda atravesar di-
cho agujero de gusano. (ecuaciones (81) y (82)). Dichas
condiciones no son mas que restricciones de marea gra-
vitacional en las direcciones radial y lateral, respectiva-
mente [2]. La ecuacion (81) puede considerarse como
una restriccion de la funcion de corrimiento hacia el ro-
jo® (2 = 1y ®" = 0 satisface dicha restriccion). La
ecuacion (82) es en cambio una restriccion sobre la ve-
locidad v con la que el viajero puede atravesar el agujero
de gusano. De dichas condiciones podemos deducir que
en un agujero de gusano inmMerso en un universo en ex-
pansion, las fuerzas de marea gravitacional experimen-
tadas por el viajero a una distancia fija r disminuyen
en el transcurso del tiempo.El criterio de practicabili-
dad (traversability criteria) sera entonces satisfecho por
cualquier valor de ¢ si t es lo suficientemente grande.
Para 2 = e% con ¢ < 0 (cuando el agujero de gusano
se esta contrayendo) el criterio de practibilidad restrin-
ge los valores posibles de ® y 5 mas y mas a medida
que la geometria del wormhole cambia, haciendo que el
viaje eventualmente sea imposible. EI comportamiento
de las fuerzas de marea esta entonces intimamente rela-
cionado con el factor conforme Q(¢).

Empleando la condicién de exoticidad hemos obteni-
do una expresion para la densidad de energia medida
por un observador que viaja a través del agujero de gu-
sano.Finalmente, para 2 = 1, A = 0y k& # 0, hemos
demostrado que si el viajero tiene una velocidad radial
préxima a la velocidad de la luz, entonces, medira una
densidad de energia negativa en la garganta del worm-
hole.
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